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INTRODUCTION
Habilitation a` diriger les recherches... quel est le sens de cette de´marche ? Un parcours rapide d’une
se´lection de tels documents ne m’a pas permis de de´gager une structure et un type de contenu commun. Ma
de´marche ici sera de tenter de re´pondre a` la question que soule`ve l’intitule´ de ce diploˆme : ai-je les qualite´s
ne´cessaires pour diriger les recherches ? Les qualite´s humaines essentielles dans ce cadre sont difficiles a`
mettre en e´vidence dans un document e´crit. Pour cela il serait plus pertinent de demander leurs avis aux per-
sonnes dont j’ai eu le plaisir d’encadrer les travaux (post-docs, inge´nieurs et doctorants) ; on peut d’ailleurs
regretter que le processus d’habilitation ne permette pas ce genre d’approche. Reste alors le contenu scienti-
fique : une qualite´ qui me semble essentielle est le recul. Recul sur l’e´tat de l’art dans le domaine conside´re´,
possiblement sur les domaines connexes voire plus lointains. Il est important de bien comprendre les en-
jeux, les difficulte´s (re´solues ou non) et les grands axes de recherches futurs. C’est dans cette optique qu’a
e´te´ re´dige´ ce document. Sur les trois the`mes aborde´s, j’ai tente´ de pre´senter une vision assez globale, en
insistant sur certains points que j’estime importants et en donnant des directions de recherches futures. Il y
a, a` dessein, peu de re´sultats dans ce document, mais nombre des re´fe´rences sont donne´es pour le lecteur
curieux.
Mes pre´occupations de recherche se situent dans l’ame´lioration des syste`mes de pre´vision en ge´ophysique,
principalement pour l’oce´an et le couplage oce´an-atmosphe`re. En effet la compre´hension et la pre´vision de
l’atmosphe`re et de l’oce´an sont d’un inte´reˆt socie´tal majeur pour notre vie quotidienne. Cela concerne en
particulier la pre´vision me´te´orologique ge´ne´rale au niveau d’une re´gion, d’un pays ou d’un continent dont
de´pendent de grands pans de notre activite´ e´conomique (peˆche, agriculture, transports ae´riens ou maritimes,
etc.). Des pre´visions a` une e´chelle spatiale et temporelle plus fine sont e´galement ne´cessaires pour re´guler
la production e´nerge´tique e´olienne ou encore a` des fins de pre´vention d’e´ve´nements violents ou potentiel-
lement dangereux a` proximite´ de lieux sensibles tels que les ae´roports. Des simulations a` des e´chelles de
temps beaucoup plus grandes sont requises dans les mode`les climatiques afin d’analyser l’e´volution sur
le long terme de parame`tres tels que le vent, la tempe´rature atmosphe´rique ou oce´anique, la direction ou
l’amplitude des courants oce´aniques, la salinite´, l’humidite´, les nuages, les pre´cipitations, l’eau du sol, ou
la concentration de certaines espe`ces chimiques. Un pre´alable indispensable a` la pre´vision est de pouvoir
reconstituer au mieux, l’e´tat de l’e´coulement a` un instant  initial . Cependant, l’information dont on dis-
pose sur les e´coulements ge´ophysiques (atmosphe`re, oce´an, eaux continentales) est he´te´roge`ne en nature,
qualite´ et densite´.
La premie`re source d’information prend la forme des e´quations qui re´gissent les e´coulements : les
mode`les. Les fluides ge´ophysiques sont repre´sente´s par des  variables d’e´tat . En me´te´orologie ce sont
les trois composantes du vent, la tempe´rature, l’humidite´, la pression. En oce´anographie on a les meˆmes
variables avec la salinite´ remplac¸ant l’humidite´. Ces e´quations sont de´duites des lois de conservation de
masse, d’e´nergie et des lois de la thermodynamique. Elles ont la de´sagre´able proprie´te´s d’eˆtre non line´aires
ce qui signifie des interactions entre les diffe´rentes e´chelles du mouvement, et ceci a lieu tant en temps qu’en
espace. Une autre difficulte´ est ce qu’on appelle les  effets sous-maille , par exemple les cumulo-nimbus,
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ces nuages d’orage en forme d’enclume, contiennent une quantite´ d’e´nergie fantastique, l’e´quivalent de
plusieurs bombes thermonucle´aires, or leurs dimensions caracte´ristiques, de l’ordre d’une dizaine de ki-
lome`tres, dans toutes les directions, sont infe´rieures a` la taille du pave´ e´le´mentaire. Pour avoir des mode`les
e´nerge´tiquement cohe´rents il est ne´cessaire de parame´trer ces flux d’e´nergie ce qui introduit des sources
d’erreurs dans les mode`les, ceci en plus des erreurs lie´es a` la discre´tisation.
En oce´anographie les meˆmes types de difficulte´s sont retrouve´s avec en plus l’existence de coˆtes qui im-
posent des contraintes aux limites supple´mentaires. En toute rigueur on ne devrait pas se´parer la mode´lisation
de l’oce´an et de l’atmosphe`re tant sont grandes les interactions e´nerge´tiques entre ces deux composantes
de l’enveloppe fluide terrestre : les ouragans qui ravagent les Caraı¨bes et les coˆtes du Golfe du Mexique
prennent naissance dans des anomalies de la tempe´rature de l’oce´an dans le Golfe de Guine´e. Cependant
les dimensions des syste`mes nume´riques globaux a` conside´rer sont encore hors de porte´e des ordinateurs
actuellement existants. Les mode`les actuels, tant en me´te´orologie qu’en oce´anographie ne sont pas fige´s,
ils e´voluent continument avec une meilleure connaissance des processus physiques et graˆce au progre`s des
me´thodes nume´riques.
Les mode`les mathe´matiques sont importants pour la compre´hension de la dynamique de l’atmosphe`re
et de l’oce´an. Mais si ils e´taient notre seule source d’information aucune pre´vision ne serait possible faute,
notamment au manque de la connaissance d’une condition initiale cohe´rente. On dispose e´galement d’ob-
servations de ces syste`mes en nombre de plus en plus important, notamment graˆce aux nombreux satellites
d’observation qui croisent maintenant au large de notre plane`te. Ces observations sont souvent indirectes et
incomple`tes, et de ce fait ne fournissent pas non plus, a` elles seules, une connaissance approfondie de l’e´tat
du milieu conside´re´.
Et pour finir, depuis les de´buts effectifs de la pre´vision nume´rique (Von Neumann et Charney dans
les anne´es 50), on dispose de statistiques sur les champs des variables atmosphe´riques, leur variabilite´, leur
cohe´rence en temps et en espace. Cette information fait aussi partie des donne´es qu’il faudra utiliser. Comme
nous le verrons dans la suite, l’utilisation de ces statistiques est tre`s importante pour ame´liorer la pre´vision.
Je pre´senterai donc, dans ce document, des me´thodes permettant de combiner tout ou partie de ces infor-
mations afin d’ame´liorer la pre´vision et la connaissance du fonctionnement de ces syste`mes. Ces me´thodes
se basent le plus souvent sur une the´orie mathe´matique solide, mais les appliquer dans un contexte re´aliste
n’est pas toujours chose aise´e. C’est pourquoi je garde le souci d’accompagner les de´veloppements que nous
effectuons jusqu’a` des applications ope´rationnelles ou quasi ope´rationnelles afin de de´montrer la faisabilite´
de ceux ci. L’utilisation des me´thodes de controˆle ou d’assimilation de donne´es dans des contextes re´alistes
en ge´ophysique demande de tre`s lourds de´veloppements mais c’est le prix a` payer pour acce´le´rer le trans-
fert des milieux acade´miques vers l’ope´rationnel. Il a fallu compter pre`s de 20 ans pour que les me´thodes
adjointes propose´es par Le Dimet dans le de´but des anne´es 80 soit utilise´s dans les syste`mes de pre´visions
me´te´orologiques ope´rationnelles et plus de 10 ans pour que soit ajoute´e la prise en compte de l’erreur mode`le
pourtant de´ja` pre´sente dans plusieurs travaux (dont ma the`se) au de´but des anne´es 2000. Il me parait im-
portant que dans une e´quipe de mathe´matiques applique´es on soit capable de mettre en œuvre une partie
des me´thodes de´veloppe´es dans des cas re´alistes en lien avec des spe´cialistes du domaine conside´re´ pour
acce´le´rer cette transmission et ne pas se contenter d’applications tre`s ide´alise´es.
Ce document est divise´ en trois chapitres, sur les trois acteurs principaux d’un syste`me de pre´vision.
Le premier s’inte´resse aux me´thodes d’assimilation de donne´es proprement dites. Elles sont pre´sente´es
principalement sous l’angle de l’approche par controˆle optimal, mais des liens et comparaisons avec les
me´thodes de filtrages sont e´galement fournis. Un e´tat de l’art est discute´ avec un accent particulier sur les
proble`mes actuels, puis quelques directions futures sont e´voque´es. Le deuxie`me chapitre e´voque le cas des
observations au travers de deux cas concrets, un dont le traitement parait simple mais qui ne l’est pas, un
autre qui semble plus complique´ et qui l’est vraiment. La` e´galement des perspectives sont pre´sentes, sur les
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ame´liorations ne´cessaires des me´thodes et le traitement de nouvelles donne´es. Le dernier chapitre est plus
prospectif en ce qui me concerne, et de´crit ce que les outils variationnels peuvent apporter au de´veloppement
des mode`les.
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Chapitre 1
DES ME´THODES DE´LICATES
Pour re´aliser une pre´vision, le principe est simple : a` partir d’une condition initiale du mode`le on effectue
une inte´gration nume´rique de celui-ci dont le re´sultat sera la pre´vision. Cependant nous ne disposons pas
d’une connaissance suffisamment pre´cise de cette condition initiale, mais seulement d’une estimation de
celle-ci provenant, la plupart du temps, d’une pre´vision pre´ce´dente. Les me´thodes d’assimilation de donne´es
sont destine´es a` reconstituer cet e´tat initial a` partir des informations disponibles, a` savoir les observations, les
e´quations physiques (sous forme de mode`les) et les statistiques d’erreur sur ces deux sources. Le proble`me
est ardu : la condition initiale a une dimension de plusieurs centaines de millions alors que les observations
ne se compte qu’en millions. Mathe´matiquement on se retrouve donc dans le cadre d’un proble`me mal pose´
au sens de Tykhonov.
Tout l’art de l’assimilation de donne´es re´side donc dans la combinaison de toutes ces sources d’infor-
mation he´te´roge`nes. On peut classer les diffe´rentes me´thodes actuellement conside´re´es en deux branches
principales : - Les me´thodes base´es sur le filtrage, et principalement le filtrage de Kalman e´tendu a` des
proble`mes non line´aires. Une difficulte´ provient du fait que le filtrage ne´cessite la manipulation de matrices
de covariances, avec les mode`les ope´rationnels la taille des variables d’e´tat ne permet pas l’utilisation de
cette me´thode directement et des versions sous-optimales ont du eˆtre de´veloppe´es. De nombreuses variantes
de ces filtres existent maintenant et sont devenues tre`s performantes graˆce a` l’ave`nement des me´thodes
d’ensemble. - Les me´thodes fonde´es sur le controˆle optimal (souvent appele´es me´thodes variationnelles). A
chaque condition initiale possible du mode`le on peut associer une trajectoire du mode`le et calculer un e´cart a`
l’observation a` l’aide d’une fonction quadratique. La meilleure condition initiale est celle qui minimise cette
fonction. On obtient un proble`me bien pose´ en ajoutant un terme de re´gularisation qui contient l’information
statistique sur les erreurs de pre´vision. Un avantage de cette me´thode est de mettre en e´vidence un syste`me
d’optimalite´ dans lequel toute l’information est rassemble´e. Du point de vue algorithmique la condition
initiale est obtenue par la re´solution d’un proble`me d’optimisation pour lequel de nombreux algorithmes
robustes existent. Cette me´thode, introduite en France au de´but des anne´es 80, est maintenant utilise´e par
les principaux centres ope´rationnels dans le monde.
Il ne faut pas perdre de vue que la pre´vision gagne en valeur si on est capable de lui associer un indice
de qualite´ ou une barre d’erreur. Ce dernier point est actuellement un axe important de recherche notamment
par l’utilisation de techniques dites  d’ensemble  fonde´es sur des pre´visions multiples a` partir d’une se´rie
de conditions initiales ou aux frontie`res perturbe´es (ou parfois meˆme avec des termes stochastiques dans les
e´quations du mode`le).
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Par controˆle optimal
Les principes de base de l’Assimilation Variationnelle de Donne´es (VDA) sont les suivants : L’e´tat du
syste`me est repre´sente´ par la variable d’e´tat note´e x(t) fonction du temps et de l’espace. Elle appartient
a` l’espace des variables d’e´tat X et est compose´e des variables pronostiques du mode`le (e.g. vitesse des
courants, tempe´rature, e´le´vation de la surface de la mer, salinite´, concentration des espe`ces biologiques ou
chimiques, . . .). L’e´volution de x est de´crite par le syste`me diffe´rentiel :{
dx
dt
= M(x), t ∈ [0, T ],
x(0) = x0,
(1.1)
La condition initiale x0 ∈ X est inconnue et de´pend de l’espace. On suppose que si x0 est connu, le
proble`me (1.1) a une unique solution x(x0, t), t ∈ [0, T ]. y(t) ∈ O sont des observations du syste`me
disponibles entre 0 et T . L’espace O est appele´ espace des observations. L’e´cart entre les observations et la
variable d’e´tat est de´fini au moyen de la fonction couˆt suivante :
J(x0) =
1
2
∫ T
0
‖ y(t) − H[x(x0, t)] ‖2O dt +
1
2
‖ x0 − xb ‖2X , (1.2)
ou` H est appele´ Ope´rateur d’Observation. Ce dernier est une application depuis l’espace des variables
d’e´tat vers l’espace des observations O ou` la comparaison sera effectue´e (voir chapitre 2 pour plus de
de´tails). xb est l’e´bauche (le premier estime´, ou first guess) de la minimisation. Le second terme est un terme
de re´gularisation au sens de Tikhonov (Tikhonov, 1963). Il permet d’introduire des informations a priori.
Il est important de noter que J mobilise deux normes diffe´rentes qui de´finissent la structure topologique
des espaces fonctionnels X et O; en pratique ces normes de´rivent d’un produit scalaire et peuvent tenir
compte des statistiques d’erreur en introduisant des matrices de covariances d’erreur comme propose´ par
Mahalanobis (1936). Par exemple, une version discre´tise´e de la fonction couˆt peut faire intervenir
‖ x0 − xb ‖2X := (x0 − xb)∗B−1(x0 − xb), (1.3)
ou` B est la matrice de covariance d’erreur d’e´bauche. l’exposant ∗ symbolise l’ope´rateur adjoint. On de´finit
de la meˆme fac¸on la norme ‖ . ‖2O en utilisant la matrice R de covariance d’erreur d’observation.
Le proble`me d’assimilation de donne´es peut eˆtre pose´ comme la recherche de l’e´tat analyse´ xa0 qui
minimise J ve´rifiant
xa0 = argmin J(x0). (1.4)
Une condition ne´cessaire pour que xa0 soit une solution de (1.4) est que
∇J(xa0) = 0 (1.5)
qui devient une condition suffisante si J est convexe. En premie`re approximation on en revient a` une mini-
misation sans contrainte malgre´ le fait que, par exemple, certaines quantite´s doivent eˆtre positives (humidite´,
salinite´, concentration, ...). D’un point de vue pratique, xa0 est estime´ au moyen d’un algorithme de descente,
c’est a` dire en trouvant la limite de la suite
xk+10 = x
k
0 + λkDk, (1.6)
ou` λk est le pas re´alisant le minimum de J suivant la direction de descente Dk de´duite du gradient de J .
Afin de calculer le gradient ∇J par rapport a` la variable de controˆle x0, on introduit la variable adjointe p
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solution du mode`le adjoint :
dp
dt
+
[
∂M
∂x
]∗
· p =
[
∂H
∂x
]∗
.(H(x)− y), t ∈ [T, 0],
p(T ) = 0.
(1.7)
Apre`s une inte´gration re´trograde du mode`le adjoint, le gradient de J est donne´ par :
∇J = −p(0) (1.8)
La de´rivation du syste`me (1.7) peut-eˆtre trouve´e dans Le Dimet and Talagrand (1986). Le mode`le (1.1)
plus le mode`le adjoint (1.7) accompagne´ de la fonction couˆt (1.2) forment ce qu’on appelle le Syste`me
d’optimalite´. La variable adjointe a la meˆme dimension que la variable d’e´tat du mode`le direct.
Dans le cas ou`M et/ouH sont non-line´aires, afin d’e´viter d’avoir a` minimiser une fonction non convexe,
l’algorithme 4D-Var incre´mental a e´te´ propose´ (Courtier et al., 1994). On re´sout alors le meˆme proble`me
que le 4D-Var par approximation successives base´es sur ladite Approximation Line´aire Tangente (TLA) :
M0→i(x0)−M0→i(xb0) 'M0→i.(x0 − xb0) (1.9)
et
Hi(xi)−Hi(xbi) ' Hi.(xi − xb)
Avec M = ∂M∂x et H =
∂H
∂x .
En de´finissant l’incre´ment δx0 comme
δx0 = x0 − xb0 (1.10)
on peut re´e´crire la fonction couˆt du 4D-Var comme une fonction de δx e´quivalente :
J(δx0) =
1
2
∫ T
0
‖ y(t)−H[x(xb + δx0, t)] ‖2O dt +
1
2
‖ δx0 ‖2X , (1.11)
Si on de´finit le vecteur innovation di tel que
di = y
o
i −Hi(M0→i(xb)) (1.12)
et en utilisant la TLA, on peut proposer l’approximation de J :
J˜(δx0) =
1
2
∫ T
0
‖ d(t)−HM0→tδx0] ‖2O dt +
1
2
‖ δx0 ‖2X , (1.13)
J˜(δx) est maintenant une fonction quadratique et a donc un minimum unique.
Au cours de la minimisation, δx va devenir trop important, rendant caduque la TLA. Afin de pallier cette
incohe´rence, on arreˆte la minimisation, actualise les ope´rateurs line´arise´s Mi et Hi et le vecteur innovation
d en recalculant la trajectoire non line´aire a` partir de la condition initiale corrige´e x0 = xb0 +δx0, et on ite`re
ce processus plusieurs fois. Les minimisations quadratiques sont habituellement appele´es boucles internes,
tandis que les e´tapes de reline´arisation sont appele´es ite´rations externes.
Cette fac¸on de re´soudre un proble`me des moindres carre´s non line´aire est appele´e l’algorithme de Gauss-
Newton dans la communaute´ des spe´cialistes d’optimisation. Il converge si l’e´bauche est assez proche du
minimum global (’assez’ de´pendant de la forme de la fonction couˆt elle meˆme) (Nocedal and Wright, 1999).
Il est important de noter que, contrairement a` ce qui est souvent dit, le 4D-Var standard ne requiert pas
la validite´ de cette TLA. Le calcul du gradient par me´thode adjointe reste exact meˆme en cas d’ope´rateurs
non line´aires. Cependant la pre´sence de non line´arite´ induit celle de minimas locaux et peut empeˆcher la
convergence globale de la minimisation.
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FIGURE 1.1: Repre´sentation sche´matique de l’algorithme incre´mental (Gauss-Newton). En noir la fonction
couˆt non quadratique, en couleur les approximations quadratiques successives.
Multi-Incremental: On peut utiliser une autre approximation que la TLA dans ce contexte. Les centres
de pre´visions me´te´orologiques (Me´te´o-France, ECMWF, MetOffice (UK), ...) utilisent l’approche Multi-
incre´mentale (Veerse´ and The´paut, 1998) ou` le mode`le utilise´ dans les minimisations successives de la
boucle interne sont des approximations du mode`le tangent (re´solution plus basse et physique simplifie´e,
approximation non line´aire pour le MetOffice). La premie`re ite´ration externe est re´alise´e en utilisant une
re´solution grossie`re dans la boucle interne, et la re´solution (et la physique) est ame´liore´e pour chacune des
ite´rations externes suivantes.
Les hypothe`ses successives sont :
M0→i(xb0 + S−Iδxs0)−M0→i(xb0) ' S−IMs0→iδxs0 (1.14)
l’exposant s signifiant e´tat/mode`le simplifie´ et S−I est l’inverse ge´ne´ralise´e (ou pseudo inverse) de S.
L’ope´rateur de simplification S est diffe´rent d’une ite´ration externe a` l’autre (de la plus simple a` la plus
re´aliste). Cette approche a l’avantage de fortement re´duire le couˆt de la minimisation, une boucle interne
a` re´solution comple`te e´tant beaucoup trop couˆteuse a` re´aliser dans les syste`mes de pre´vision nume´rique
du temps actuels, de plus cela permet de simplifier les parties du mode`le qui ne sont pas diffe´rentiables.
Cependant, contrairement a` l’algorithme Gauss-Newton (ou incre´mental), il n’y a pas de re´sultat de conver-
gence et en pratique de tels algorithme finissent par diverger apre`s un petit nombre d’ite´rations externes
(Tre´molet, 2007b). Il faut cependant noter qu’en pratique ce n’est pas une limitation se´ve`re puisque le
nombre d’ite´ration est de toute fac¸on limite´ pour des raisons de couˆt de calcul. Dans sa the`se, Neveu (2011)
a montre´ sur un exemple acade´mique que l’algorithme multi-incre´mental (sans simplification de la phy-
sique) pouvait converger rapidement vers le minimum global durant les quelques premie`res ite´rations ex-
ternes et diverger aussi rapidement durant les suivantes, rendant de´licat le choix de ce nombre d’ite´rations
externes. On peut voir le multi-incre´mental comme une me´thode multi-e´chelle du pauvre. Neveu (2011) a
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ainsi propose´ d’utiliser deux me´thodes multi-e´chelles proprement de´finies avec des proprie´te´s de conver-
gence connues (Full Approximation Scheme et Multi-Grid Gauss Newton). Bien que tre`s prometteuses, ces
approches devront probablement faire l’objet d’une investigation supple´mentaire avant de pouvoir les appli-
quer a` des configurations re´alistes e´tant donne´ qu’elles ne´cessitent une minimisation a haute re´solution (et
meˆme de la fonction couˆt non quadratique pour l’approche FAS). De plus l’algorithme multi-incre´mental
converge de fac¸on diabolique durant les premie`res ite´rations, il sera donc difficile de proposer des me´thodes
plus performantes.
Par filtrage
La deuxie`me grande classe de me´thode d’assimilation de donne´es est base´e sur le filtrage. N’e´tant pas
expert de ce type de me´thode, je me contenterai d’en donner les grandes lignes. Les me´thodes de filtrage en
assimilation de donne´es sont principalement base´es sur le filtrage de Kalman. On conside`re alors l’e´volution
temporelle du mode`le comme un processus ale´atoire discret, et l’on corrige les pre´visions du mode`le en
tenant compte des observations au fur et a` mesure de leur disponibilite´. Le filtre de Kalman fournit un
algorithme pour le calcul d’estime´s statistiquement optimaux pour les mode`les line´aires (Kalman, 1960).
Pour les mode`les faiblement non line´aires son algorithme peut eˆtre modifie´ par un de´veloppement en se´rie de
Taylor local autour de l’estime´ courant. Le filtre de Kalman e´tendu est un exemple d’approximation du filtre
au premier ordre. De nombreux algorithmes base´s sur ce principe ont e´te´ pre´sente´s dans la litte´rature (par
exemple Jazwinski (1970)). Comme le couˆt en calcul augmente rapidement avec l’ordre du de´veloppement,
le nombre de publications de´croit aussi rapidement avec la pre´cision de l’approximation.
Sous quelques hypothe`ses de normalite´ et de de´correlation, on obtient les e´quations suivantes pour le
filtre de Kalman “e´tendu” (EKF), i.e.:
xfn+1 = Mn→n+1(xfn)
Pfn+1= Mn→n+1(x
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(1.15)
Pf , Pf et Q e´tant les matrices de covariance d’erreur de pre´vision, d’analyse et de mode`le respectivement.
Les trois e´tapes du milieu sont couteuses.
Le gros de´savantage du filtre de Kalman ainsi de´fini est que pour des proble`mes de hautes dimensions,
le fardeau en couˆt de calcul s’alourdit rapidement pour devenir impraticable. Re´cemment une tre`s forte
activite´ de recherche autour des me´thodes issues du filtre de Kalman a pu eˆtre recense´e et a permis une
grande avance´e et un foisonnement des variantes de celui ci. Parmi celles ci on peut mentionner :
– Le filtre de Kalman d’Ensemble (Evensen (1994), Evensen (2003)). Cet algorithme base´ sur une ap-
proche de type Monte-Carlo calcule les covariances d’erreur de pre´vision (deuxie`me e´tape de 1.15) en
inte´grant en temps un ensemble dont les e´tats initiaux et les forc¸ages ont e´te´ perturbe´s ale´atoirement.
L’analyse des e´tats perturbe´s est effectue´e dans les filtres les plus utilise´s, en utilisant des observations
e´galement perturbe´es.
– Les filtres racine carre´ de rang re´duit (Pham et al., 1998; Verlaan and Heemink, 1997; Brasseur,
2006; Brasseur and Verron, 2006; Brankart et al., 2010, 2011) sont des algorithmes base´s sur une
de´composition en valeurs propres des matrices de covariance d’erreur. Les vecteurs propres associe´s
aux plus grandes valeurs propres de la matrice de covariance d’erreur d’analyse sont utilise´s pour
former un ensemble de vecteurs d’e´tat perturbe´s qui sont ensuite inte´gre´s en temps par le mode`le non
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line´aire. Cet ensemble a la proprie´te´ que dans le cas d’un mode`le line´aire, les covariances dans le sous
espace engendre´ par les pre´visions de l’ensemble sont exactes. Dans le cas d’un mode`le non line´aire,
la me´thode est approche´e et comparable au filtre de Kalman e´tendu.
Les relations entre le EnKF et les autres filtres de rang re´duit sont bien discute´es dans Nerger et al. (2005)
qui appellent ESKF (Error Subspace Kalman Filters) ces formes d’alternative a` l’EKF. On reprendra cette
appellation dans le reste du document. D’autres alternatives sont disponibles dans la litte´rature, comme par
exemple les filtres du second ordre qui gardent un terme de plus dans le de´veloppement de Taylor et ensuite
appliquent une des solutions ci dessus (Pham, 1996, 2001; Verlaan and Heemink, 2001)
1.1 L’assimilation de donne´es dans un cadre d’oce´anographie ope´rationnelle
L’importance cle´ de l’assimilation de donne´es pour l’oce´anographie et en particulier pour l’oce´anographie
ope´rationnelle est maintenant bien reconnue. Un large spectre de recherches et d’applications de´pend de
la disponibilite´ rapide de produits informatifs sur l’oce´an. Le domaine de l’oce´anographie physique a
maintenant atteint une maturite´ suffisante pour permettre de combiner les informations issues des mode`les
nume´riques et celles issues des observations au moyen des me´thodes d’assimilation de donne´es. Cela permet
de fournir des analyses et des pre´visions oce´aniques pour diverses e´chelles temporelles et spatiales.
1.1.1 De l’importance de l’oce´anographie ope´rationnelle
Le de´veloppement de l’oce´anographie ope´rationnelle est relativement re´cent compare´ a` celui de sa
grande soeur atmosphe´rique et surtout ne dispose pas des meˆmes moyens. Cependant comprendre et pre´dire
la dynamique oce´anique est actuellement le sujet d’un intense effort de recherche par la communaute´ scien-
tifique internationale. Cet effort est motive´ par deux principaux moteurs : 1. Le roˆle crucial de l’oce´an
dans la de´termination du climat, en particulier dans la perspective de son changement global. L’oce´an joue
aussi un roˆle essentiel pour les pre´visions me´te´orologiques aux e´chelles de temps saisonnie`re a` de´cennales,
avec des applications importantes dans la pre´vision des se´cheresses, l’e´nergie, l’agriculture, etc. 2. Le
de´veloppement de l’oce´anographie ope´rationnelle, c’est a` dire la pre´vision en temps re´el de la circulation
oce´anique, avec des applications dans le trafic maritime, la peˆche, la pre´vision du temps, la pollution, la
gestion des e´cosyste`mes, etc.
En France cet essor est caracte´rise´ par le cre´ation de Mercator-Oce´an qui prend racine dans la deuxie`me
moitie´ des anne´es 1990 (1994, http://www.mercator-ocean.fr/, Brasseur et al. (2005)). Au
niveau Europe´en cet effort a e´te´ fe´de´re´ au travers du Global Monitoring for Environment and Security
(GMES http://www.gmes.info/) et de sa composante d’oce´anographie ope´rationnelle MERSEA
(2003-2008, http://www.mersea.eu.org/) puis MCS/MyOcean (2008- http://www.gmes.info/
175.0.html), et au niveau international par le programme de l’UNESCO GODAE (1997-2007 http://
www.godae.org/) qui vise a` de´velopper un syste`me global de surveillance et de pre´vision aux e´chelles
globales et re´gionales.
De`s 1998, les cartes de la topographie des oce´ans trace´es par Topex/Pose´idon et ERS (projet Ssalto/Duacs)
sont pour la premie`re fois e´labore´es et diffuse´es en temps re´el. L’oce´an profond, qui ne peut s’observer qu’in
situ, prend le relais suivant avec le programme international Argo et sa composante franc¸aise Coriolis. Le
de´ploiement de 3000 flotteurs a` travers l’oce´an global est entrepris pour apporter aux mode`les les indispen-
sables mesures verticales de tempe´rature et salinite´, entre 0 et 2000 m de profondeur (voir chapitre 2 pour
plus de conside´rations sur les observations).
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1.1.2 Filtrage vs Controˆle
Les mode`les et les observations ayant atteint une maturite´ suffisante pour effectuer de la pre´vision, il
est ne´cessaire de mettre en place des syste`mes d’assimilation pour initialiser les mode`les. Les techniques
d’assimilation de donne´es actuellement ou jusqu’a` tre`s re´cemment utilise´es dans les centres ope´rationnels
fournissant des pre´visions oce´anographiques (par exemple Mercator Oce´an, ECMWF, ...) sont base´es sur des
imple´mentations sous optimales du filtre de Kalman (Interpolation optimale (OI), Filtres de Kalman Etendus
de rand re´duit (e.g., SEEK, Brasseur and Verron (2006)) et Filtres de Kalman d’Ensemble) ou sur des
me´thodes variationnelles de type 3D-Var / 3D-Fgat (Marine Forecast System de l’INGV, nouveau syste`me
a` l’ECMWF et le UK-MetOffice, ...). En me´te´orologie l’OI a longtemps e´te´ utilise´e pour produire des
conditions initiales pour la pre´vision nume´rique du temps (NWP; Lorenc (1981)). La plupart des principaux
centres de NWP ont maintenant remplace´ leur syste`me base´ sur l’OI par des syste`mes de type 4D-Var
(Rabier, 2005).
En raison de ressources plus limite´es compare´es a` la pre´vision nume´rique du temps, l’oce´anographie
ope´rationnelle n’a pas bascule´ vers le 4D-Var au meˆme moment, ce type d’algorithme reque´rant un effort
d’inge´nierie et de calcul important. Le choix des futurs syste`mes d’assimilation pour l’oce´an est toujours
un de´bat ouvert (et parfois tendu), l’alternative offerte par les ESKF ayant connu un fort de´veloppement ces
dernie`res anne´es et proposant ainsi une alternative cre´dible pour les syste`me ope´rationnels.
Le choix amene´ a` faire par les centres d’oce´anographie ope´rationnels entre ces deux types de me´thode
n’est pas e´vident, et n’est sans doute pas unique. On peut tout de meˆme essayer de dresser un portrait de
leurs forces et faiblesses respectives. Ce portrait sera force´ment un peu biaise´ e´tant donne´ que je suis plutoˆt
un spe´cialiste des me´thodes base´es sur le controˆle.
Les ESKFs ont plusieurs avantages majeurs, le premier d’entre eux, qui a sans doute contribue´ a` la forte
intensite´ de recherche a` leur sujet, et que ces filtres sont relativement faciles a` imple´menter, notamment
parce qu’ils ne ne´cessitent pas la de´rivation des mode`les tangent et adjoint. Nerger et al. (2005) de´clare
meˆme que cette imple´mentation ne ne´cessite que quelques centaines de lignes pour les plus complique´es
(filtres du second ordre, en utilisant des bibliothe`ques mathe´matiques classiques). Meˆme si ils font la` fi des
re´glages qui peuvent eˆtre de´licats et si un syste`me ope´rationnel demandera sans doute plus de complexite´
pour ge´rer certaines spe´cificite´s, on comprend tout de meˆme qu’il est aise´ de mettre en place une telle
approche, permettant ainsi d’utiliser les ressources force´ment limite´es a` d’autres objectifs. Un autre atout
tre`s important pour les anne´es a` venir est la paralle´lisation “naturelle” de ces algorithmes : l’e´volution
par le mode`le des diffe´rents membres de l’ensemble est inde´pendante. Alors que les moyens de calculs
s’orientent de plus en plus vers des solutions massivement paralle`les, c’est un argument majeur qui peut
peser dans la balance du choix d’un syste`me ope´rationnel. Les deux premie`res qualite´s qui viennent d’eˆtre
cite´es sont essentiellement d’ordre technique et ne sauraient suffire a` justifier l’emploi de telles me´thodes.
Les ESKFs ont e´galement des avantages scientifiques certains. Premie`rement, ce type d’algorithme fournit
de fac¸on naturelle une estimation des statistiques d’erreur d’analyse et de pre´vision qui e´voluent au fur et a`
mesure de l’assimilation des observations et par conse´quent sont de´pendantes de l’e´tat courant du syste`me
(lignes 1 et 3 de l’e´quation 1.15). Un autre e´le´ment cle´ en faveur des me´thodes d’ensemble de´rive´es du
filtre de Kalman est qu’elles fournissent naturellement un ensemble pertinent de conditions initiales pour
les syste`mes de pre´vision d’ensemble (EPS) couramment utilise´es dans les principaux centre de pre´vision
me´te´orologiques pour mode´liser les incertitudes sur la pre´vision (voir par exemple Molteni et al. (1996)).
Comme on vient de le voir les de´rive´es du filtre de Kalman e´tendu pre´sentent de nombreux avantages
se´duisants, tout n’est cependant pas rose. Selon le type choisi, ces algorithmes demandent a` certaines e´tapes
une approximation line´aire du mode`le et/ou de l’ope´rateur d’observation ou une approximation gaussienne
des statistiques d’erreur obtenues. En allant vers une plus haute re´solution et des observations de plus en
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plus indirectes, il est vraisemblable que ces approximations deviennent trop fortes et de´gradent la qualite´ des
filtres. De plus, pour des raisons de couˆt, les me´thodes se´quentielles assimilent les observations “en paquet”
(regroupant plusieurs temps diffe´rents en un seul), rendant leur comparaison avec le mode`le approximative.
Dans le cas des filtres racine carre´e, il est cependant possible de contrevenir a` cette limitation par l’utilisation
de me´thodes de type FGAT (voir plus loin) au prix d’une inte´gration supple´mentaire du mode`le. Le plus
grand proble`me potentiel pour de futures applications ope´rationnelles de ce type de me´thodes re´side, a` mon
avis, dans la taille force´ment re´duite des ensembles.
Les ESKF sont significativement plus performants que l’EKF traditionnel pour des syste`mes chaotiques
tels que l’attracteur de Lorenz souvent utilise´ comme cas test, signifiant ainsi que non seulement ils four-
nissent une alternative accessible pour les proble`mes de grande taille, mais il permettent une meilleur prise
en compte des non line´arite´s. Cependant pour une application sur des syste`mes multi e´chelles comme le sont
les mode`les atmosphe´riques et oce´aniques des approximations supple´mentaires doivent eˆtre faites. Quand
on assimile les donne´es sur des syste`mes de ce type, la dimension du vecteur d’e´tat discre´tise´ n est plusieurs
ordres de grandeur supe´rieur a` la taille de l’ensemble N compte tenu de leur couˆt en calcul (N typiquement
de l’ordre de 100 pour l’EnKF). Ceci engendre des corre´lations irre´alistes dans la matrice de covariance
ge´ne´re´e par l’ensemble et par conse´quent une influence trop lointaine des observations dans les incre´ments
cre´e´s par le filtre. Ce proble`me peut eˆtre grandement diminue´ par des ’localisations de covariance’ qui sup-
priment artificiellement ces effets distants inde´sirables, en utilisant une fonction d’atte´nuation (un produit de
Schur entre les matrices de covariance ge´ne´re´es par l’ensemble et une fonction de covariance a` support com-
pact ou une analyse par boite (Ott et al., 2004)) au risque d’en supprimer d’autres parfaitement le´gitimes.
Cependant la localisation est une modification supple´mentaire des e´quations du filtre de Kalman qui peut
potentiellement de´truire les e´quilibres physiques naturellement conserve´s par le filtre. La re´solution spatiale
des grilles de discre´tisation augmentant, la taille trop re´duite de l’ensemble risque de rendre les statistiques
de´duites moins significatives et de ce fait engendrer des besoins en localisation trop importants. On n’en est
pas encore arrive´ a` ce stade et on pourrait imaginer une approche multi-re´solution ou`, a` l’instar du 4D-Var
multi-incre´mental, un ensemble a` plus basse re´solution est utilise´ pour l’analyse haute re´solution. Ce type
d’approche a d’ailleurs de´ja` e´te´ propose´ par Gao and Xue (2008) mais cela introduit une nouvelle source
d’erreur qu’il conviendra alors d’e´tudier attentivement. Les aspects “rang re´duit” induisent aussi potentiel-
lement une de´ge´ne´rescence du filtre. On a alors recours a` des techniques dites d’inflation des covariances,
qui si elle se justifie en pratique, sont plus questionnables the´oriquement.
L’assimilation variationnelle permet de de´passer les nombreuses limitations des imple´mentations sous
optimales du filtre de Kalman: elle permet une plus grande flexibilite´ dans l’assimilation de diffe´rents types
d’observation quelque soient leur distribution spatiale et temporelle et leur caracte`re indirect. Il n’est pas
ne´cessaire d’effectuer de localisation des observations, leur permettant ainsi, en principe, d’influencer l’ana-
lyse en tous points de grille du mode`le. De fac¸on plus importante, elle fournit un cadre plus ge´ne´ral pour
employer des repre´sentations plus sophistique´es (de rang complet) des mode`les de covariance d’erreur,
telle, par exemple qui pourraient prendre en compte des erreur corre´le´es en temps ou des erreurs d’obser-
vations non gaussiennes, bien que des densite´s de probabilite´ non gaussiennes pour les erreurs d’obser-
vation ou d’e´bauche rendront la fonction couˆt non quadratique. Dans le cas de mode`les et d’ope´rateurs
d’observation non line´aires, les me´thodes variationnelles ne font pas d’approximation line´aire. Meˆme si
la me´thode de minimisation (4Dvar incre´mental) peut employer de telles approximations, a` convergence,
si la me´thode converge, le minimum obtenu est bien celui du proble`me non line´aire. De plus, pour aider
a` cette convergence, des me´thodes multi e´chelles solides existent pour re´soudre la minimisation meˆme a`
haute re´solution, celles-ci ne sont cependant peu ou pas encore employe´es (la me´thodes multi-incre´mentale
peut-eˆtre conside´re´e comme une me´thode multi-echelle dont il manquerait quelques e´tapes).
Cependant elle a aussi quelques de´savantages cle´s. Sans doute le plus significatif est que l’algorithme,
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au point de convergence, fournit un e´tat estime´ optimal, mais ne produit pas de manie`re claire d’estime´s
actualise´s des statistiques de l’erreur d’analyse et un effort supple´mentaire et non trivial doit eˆtre fait pour
les obtenir (Gejadze et al., 2011). Cela peut paraıˆtre anecdotique, mais cette information est tre`s pre´cieuse
afin de pouvoir faire e´voluer la matrice d’erreur de´bauche de cycle temporel en cycle temporel. De plus,
pour des syste`mes non line´aires, la fonction couˆt a` minimiser devient non convexe et fait ainsi apparaıˆtre
des minimas locaux. Le nombre de ces minimas locaux augmente, a` syste`me donne´, avec la re´solution et la
taille de la feneˆtre d’assimilation. Ce dernier point est illustre´ sur la figure 1.2 qui montre, pour deux tailles
de feneˆtre d’assimilation, la forme de la fonction cout d’une variable de controˆle du syste`me de Lorenz.
Ceci peut rendre l’algorithme extreˆmement sensible a` l’e´bauche de la minimisation. En effet les me´thodes
de gradient ne garantissent que la convergence vers des minimas locaux, ainsi si l’e´bauche est localise´e
dans une re´gion d’attraction d’un de ces minimas locaux, la solution du 4D-Var va converger vers un estime´
sous optimal du controˆle. Ceci limite grandement la taille de la feneˆtre temporelle d’assimilation. On peut
e´galement noter un autre aspect qui affecte la taille de la feneˆtre d’assimilation : le conditionnement de la
minimisation (et donc sa rapidite´ de convergence) est affecte´ par le nombre d’observations (Haben et al.,
2011)
FIGURE 1.2: Valeur de la fonction couˆt autour de la valeur optimale pour un syste`me de Lorenz avec des
feneˆtres d’assimilation de T=20 et T=50
Un autre aspect important en de´faveur de l’assimilation variationnelle re´side dans les de´veloppements
tre`s substantiels qu’elle requiert compare´ aux autres me´thodes, en particulier le de´veloppement des mode`les
line´aire tangent et adjoint du mode`le dynamique oce´anique ainsi que des ope´rateurs de covariance d’erreurs
efficaces.
Plusieurs e´tudes de comparaison entre les approches de type variationnelle et EnKF ont e´te´ publie´es
re´cemment (Fertig et al., 2007; Davey et al., 2006; Kalnay et al., 2007, ...), la plus convaincante (Bueh-
ner et al., 2010a,b) proposant une comparaison sur des syste`mes ope´rationnels en re´duisant au minimum
les diffe´rences. La conclusion de cette e´tude est que, sur leur syste`me (mode`le atmosphe´rique 35 km de
re´solution), les deux approches fournissent une analyse de qualite´ e´quivalente pour un couˆt similaire (nous
voila` bien avance´s).
Cependant il n’est pas e´vident de tirer de ces e´tudes comparatives des conclusions de´finitives (mais il
y en a-t-il vraiment ?). En effet, faire une comparaison rigoureuse est assez de´licat, les approches et surtout
les approximations et meˆme les astuces couramment pratique´es sont diffe´rentes. Meˆme dans un contexte
favorable, il est difficile de faire exactement la meˆme chose, ou alors, et c’est souvent ce qui est fait, c’est
17
sur des cas tests trop simples. On a souvent la tentation d’utiliser des mode`les tels l’attracteur de Lorenz, ce
qui nous donne une information sur la robustesse de la me´thode a` un comportement chaotique, mais quid de
l’influence de la taille du proble`me ou de l’utilisation d’observations exotiques ? De plus ces comparaisons
sont parfois faites par des spe´cialistes de l’une des approches compare´es alors que l’imple´mentation et les
re´glages de ces me´thodes sont de´licats et demandent une expertise certaine.
Meˆme dans le cas de Buehner et al. (2010a,b) ou` deux syste`mes ope´rationnels sont compare´s, ils l’ont
e´te´ a` caracte´ristiques fixe´es, je suppose pour obtenir un couˆt e´quivalent, mais n’aurait-on pas obtenu une
conclusion diffe´rente avec plus d’ite´rations du 4Dvar ou plus de membres dans l’EnKF ?
Mon sentiment est qu’il faudrait un ensemble de cas test, comme il est en train de se mettre en place
dans les projets COMODO (pour la mode´lisation et les sche´mas nume´riques) ou SANGOMA (pour com-
parer les approches de filtrages entre elles) , pour e´valuer la robustesse des me´thodes aux diffe´rentes diffi-
culte´s que les me´thodes sont amene´es a` rencontrer (non line´arite´, taille du proble`me, couˆt nume´rique, non
diffe´rentiabilite´...). Certaines des difficulte´s sont communes, en effet comme en 4DVar, les non line´arite´s
limitent la taille de la feneˆtre d’assimilation pour l’EKF. Si le 4Dvar s’ame´liore dans un premier temps avec
l’allongement de la feneˆtre, les ESKF se de´gradent (Fertig et al 2007). Le controˆle d’erreur mode`le atte´nue
ce proble`me dans les deux cas.
Une forte activite´ de recherche a lieu actuellement pour circonvenir aux proble`mes pre´cite´s des me´thodes
d’assimilation de donne´es, on peut par exemple citer la possibilite´ de conside´rer des statistiques non gaus-
siennes dans les me´thodes de filtrages par anamorphose (Simon and Bertino, 2009) et gaussiennes tronque´es
(Lauvernet et al., 2009) ou l’utilisation de me´thodes primales-duales hautement paralle´lisables pour re´soudre
le 4D-Var (confe`re plus loin).
Comme je le sous-entends quelques lignes plus haut, il n’y a sans doute pas une re´ponse universelle
sur quelle me´thode choisir, cela de´pend de l’application cible´e, des moyens humains et mate´riels dont on
dispose et sans doute d’autres parame`tres.
Re´cemment, de nouveaux acteurs ont fait leur apparition sur la sce`ne de l’assimilation de donne´es. Pour
les syste`mes non line´aires les filtres issus du filtre de Kalman sont sous optimaux notamment en raison de
l’hypothe`se de gaussianite´ de l’erreur d’analyse. La formulation plus ge´ne´rale des filtres particulaires (PF)
propose de propager un ensemble de ”particules” repre´sentant plusieurs trajectoires potentielles du syste`me,
d’une manie`re tre`s similaire a` ce qui se fait pour les membres de l’EnKF. Dans les PF cependant chaque
particule a un poids associe´ qui est utilise´ pour calculer la moyenne et les moments d’ordre supe´rieurs.
Contrairement a` l’EnKF, aux temps des observations, celles ci sont utilise´es pour actualiser le poids associe´
a` chaque particule sans modifier celle-ci. Si l’on dispose d’un nombre infini de particules on peut montrer
que cette approche est optimale meˆme pour des syste`mes non line´aires et des statistiques d’erreur non
gaussiennes. Cependant le couˆt de ce genre de filtre est prohibitif pour les syste`mes qui nous inte´ressent
ici en raison du nombre important de particules ne´cessaire a` leur bon fonctionnement. Adapter les filtres
particulaires a` l’assimilation de donne´es en ge´ophysique est actuellement un axe de recherche important,
on peut par exemple citer le travaux de Hoteit et al. (2008a) Bengtsson et al. (2003); Hoteit et al. (2008b,
2011), sur le filtre de Kalman particulaire (PKF) qui tente de combiner les PF et EnKF ou les travaux de
Van Leeuwen and Ades (2012) sur une autre manie`re de calculer le poids de chaque particule. Outre les
nouveaux filtres, on peut e´galement citer le nudging direct et re´trograde (BFN, (Auroux and BLUM, 2008))
ou` un terme de nudging (rappel newtonien vers les observations) est utilise´ pour stabiliser des inte´grations
re´trogrades du mode`le. Cet algorithme est tre`s facile a` mettre en place et semble donner une analyse de bonne
qualite´, qui peut ensuite eˆtre utilise´e comme point de de´part pour une me´thode plus sophistique´e (Auroux
and BLUM, 2008). Cet algorithme a e´te´ utilise´ avec succe`s par Boilley and Mahfouf (2012) pour assimiler
des donne´es dans un mode`le atmosphe´rique a` haute re´solution ou` la mise en pratique d’une me´thode plus
classique aurait e´te´ tre`s de´licate.
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1.1.3 NEMOVAR et le projet VODA
Comme dit plus haut, un intense effort de recherche est en œuvre pour circonvenir aux inconve´nients des
deux grandes classes de me´thodes par leur spe´cialistes respectifs (ou par les rare spe´cialistes œcume´niques);
afin d’apporter ma pierre a` l’e´difice, j’ai mis en place le projet VODA (Variational Ocean Data Assimilation)
qui a rec¸u le soutient de l’ANR et vise a` baˆtir un syste`me d’assimilation de donne´es variationnelle perfor-
mant pour la recherche et l’ope´rationnel autour de la plateforme de mode´lisation de l’oce´an NEMO. Ce
projet se base sur l’initiative NEMOVAR (assimilation variationnelle pour NEMO) dont je fais e´galement
partie, en collaboration avec l’ECMWF, le CERFACS et le MetOffice, qui a abouti a` construire un syste`me
3DFGAT (First Guess at Appropriate Time) qui est une approximation du 4D-Var incre´mental ou` l’e´volution
de l’incre´ment est suppose´e stationnaire durant la feneˆtre d’assimilation, c’est a` dire:
M0→i(xb0 + δx0)−M0→i(xb0) ' δx0
Cette formulation de NEMOVAR (de´crite dans Mogensen et al. (2009)) sert maintenant de base aux
syste`mes d’analyse oce´anique de l’ECMWF et du Met Office.
Afin d’ame´liorer plus avant ce syste`me j’ai donc propose´ la cre´ation du projet VODA qui regroupe,
en plus de membres de la communaute´ NEMOVAR, des oce´anographes du LEGI et du LPO ainsi que
des membres de l’e´quipe syste`me de NEMO. Ce projet qui a de´bute´ en 2009 a plusieurs objectifs, une
premie`re phase de de´veloppements pour ame´liorer les solutions pre´sentes dans NEMOVAR puis une se´rie
d’application a` des e´chelles diffe´rentes (local 1/12˚, re´gional 1/4˚ et global 1˚). VODA a d’ores et de´ja` permis
de mener a` bien l’e´criture des mode`les tangent et adjoint de NEMO (NEMOTAM, Vidard et al. (2010)) et
de les fournir a` la communaute´ des utilisateurs de NEMO en lien avec l’e´quipe ge´rant les de´veloppements
et la distribution de ce dernier. Ce projet a aussi permis des avance´es importantes dans le de´veloppement
des matrices de covariance d’erreurs d’e´bauche (formulation implicite de B, Mirouze and Weaver (2010))
et d’observation (R avec des corre´lations entre observations le long des traces altime´triques), ainsi que
dans la pre´paration de futures me´thodes multi-e´chelles (imple´mentation de l’ope´rateur de simplification et
de son inverse ge´ne´ralise´, Vidard (2010)). Un volet de recherche est e´galement mene´ sur les strate´gies de
minimisation, comme par exemple l’assimilation progressive (Luong et al. (1998) ou quasi statique chez
Pires et al. (1996)), qui a e´te´ utilise´ avec succe`s dans le cadre d’assimilation d’images par Titaud et al.
(2010) ou dans un mode`le re´aliste de l’atlantique Nord dans le cadre de VODA dans Ferron (2011).
1.2 Operateurs de covariances d’erreurs
Il est impossible de pre´senter de fac¸on un peu se´rieuse les me´thodes d’assimilation de donne´es sans s’at-
tarder sur la description des statistiques d’erreur a` priori, c’est a` dire les matrices B et R de l’e´quation 1.3.
Dans cette section on s’inte´ressera plus au cas de la matrice de covariance d’erreur d’e´bauche, conside´rant,
comme on le fait trop souvent que la matrice R peut eˆtre bien repre´sente´e par une matrice diagonale. C’est
l’approximation qui est ge´ne´ralement faite, bien que, pour de nombreux cas elle est loin d’eˆtre valide. C’est
le cas meˆme pour des donne´es tre`s utilise´es, comme par exemple pour les donne´es altime´tries pre´cite´es ou
les Atmospheric Motion Vectors (Bormann et al., 2003). Dans ces cas la` on augmente artificiellement les va-
riances d’erreur prescrites pour tenter de compenser le manque d’e´le´ments non-diagonaux. Cette approche
est loin d’eˆtre satisfaisante, comme l’ont montre´ Stewart et al. (2008) sur un cas simple. Outre les travaux
pre´cite´s, nous sommes en train d’effectuer des investigations sur ces aspects dans le cadre de l’assimilation
d’images pre´sente´e au chapitre 2.
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1.2.1 Le roˆle de B
3D-Var et OI
Les me´thodes dites de 3D-Var et d’interpolation optimale (OI) sont des de´rive´s des me´thodes varia-
tionnelles et de filtrage respectivement, dans lesquelles le mode`le est suppose´ stationnaire sur la feneˆtre
d’assimilation et les statistiques d’erreurs n’e´voluent pas. Ce sont ces me´thodes qui sont actuellement ma-
joritairement utilise´es en oce´anographie ope´rationnelle. Ces deux algorithmes sont strictement e´quivalents
en the´orie et donnent, dans le cas d’un ope´rateur d’observation line´aire l’e´tat analyse´ suivant
xa = xb +BHT (HBHT +R)−1(yo −H(xb)) (1.16)
Afin de bien comprendre les processus en œuvre, une bonne pratique est d’effectuer des expe´riences mono-
observations (on n’assimile qu’une observation unique a` la fin de la feneˆtre d’assimilation). Dans ce cas, si
on suppose de plus que l’observation est situe´e sur un point de grille qui correspond au ke`me e´le´ment du
vecteur d’e´tat, l’ope´rateur d’observation devient extreˆmement simple.
H =
(
0 . . . 0 1 0 . . . 0
)
La ke`me colonne est a` 1, les autres sont fixe´es a` 0. Ici, R = (σ2o) et Hx
f = xfk , et BH
T est la ke`me colonne
de B : (B1,k, B2,k, . . . , Bn,k)T , ainsi
xa − xb = y
o − xfk
σ2o +Bk,k
 B1,k. . .
Bn,k
 (1.17)
L’incre´ment d’analyse est donc proportionnel a` une colonne de B. De par ce fait, le choix de B est crucial :
il va de´crire comment cette observation va influencer les points de grille voisins et les autres variables (non
observe´es). On dit classiquement que B a plusieurs roˆles : 1- propagation de l’information : dans les zones
peu observe´es ce sont les structures des covariances d’erreur de l’e´bauche prescrites qui vont de´finir la forme
de l’incre´ment. 2- Lissage de l’information : dans les zones dense´ment observe´es un lissage est ope´re´ par les
corre´lations de B, assurant ainsi que les e´chelles repre´sente´es dans l’incre´ment sont compatibles avec celles
du mode`le. 3- Equilibre de l’incre´ment : graˆce aux blocs non diagonaux qui font le lien entre les diffe´rentes
variables du vecteur d’e´tat.
Effectuer le meˆme exercice avec les e´quations du 4D-Var donne :
xai −M0→ixb =
yo − xfi,k
σ2
 (M0→iBM0→i)1,k. . .
(M0→iBM0→i)n,k
 (1.18)
L’incre´ment au temps i est donc proportionnel a` une colonne de MBMT qui de´crit les covariances
d’erreur d’e´bauche au temps i. L’algorithme 4D-Var fait donc e´voluer implicitement les covariances d’erreur
au long de la feneˆtre d’assimilation. Cette e´volution reste cependant implicite et les statistiques d’erreur
a posteriori ne sont pas disponibles aise´ment, contrairement a` ce qui se passe pour les de´rive´s du filtre
de Kalman. Pour l’assimilation variationnelle, la matrice B joue un autre roˆle important : elle permet de
re´soudre ou d’ame´liorer les aspect sous-determine´s et mal-conditionne´s du proble`me. En effet le terme
d’e´bauche permet de bien poser le proble`me de minimisation, meˆme si le nombre d’observations est peu
important. De plus la matrice B est souvent utilise´e pour le pre´conditionnement de la minimisation en
effectuant le changement de variable v = B−1/2δx0. Il convient de noter que dans ce cas, l’ope´ration
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effectivement mene´e est l’inverse de ce changement de variable, ainsi c’est B et non son inverse qui est
utilise´e.
Il est donc clair qu’une bonne repre´sentation de ces statistiques est ne´cessaire, cependant, si N est la
taille du vecteur d’e´tat, B est de taille N2. N e´tant de l’ordre de 107 a` 1010 pour les applications actuelles
en ge´ophysique, cela rend la manipulation de telle matrices inaccessible. Il y a en pratique deux fac¸ons de
ge´rer cet aspect. Premie`rement on peut de´crire cette matrice dans un espace re´duit, ce qui est ge´ne´ralement
employe´ dans la plupart des imple´mentations sous-optimales de filtre de Kalman, comme par exemple le
syste`me actuellement ope´rationnel a` Mercator-Oce´an. L’autre voie, que l’on va de´velopper ici, est de ne
jamais former, ni stocker B, mais de de´finir un ope´rateur qui prendra un vecteur v en entre´e et donne Bv
ou B1/2v en sortie.
Si εb repre´sente l’erreur d’e´bauche, alors la matrice B est de´finie par
B = (εb − εb)(εb − εb)T (1.19)
, si on note Bi,j les coefficients de la matrice B alors on a Bi,j = (εbi − εbi)(εbj − εbj) Les variances sont
alors de´finies par les e´le´ments diagonaux de Bi,i = (εbi − εbi)2 et les corre´lations sont les coefficients Ci,j
tels que Ci,j =
Bi,j
B
1/2
i,i B
1/2
j,j
. Ainsi, si on pose Σ = diag(B1/2i,i ), on a :
B = ΣCΣ (1.20)
Σ est la matrice diagonale des e´carts types, qui peut eˆtre estime´e en effectuant des statistiques sur un
ensemble suffisamment grand d’e´tats du mode`le. Elle ne contient que N e´le´ments non nuls et est donc
manipulable.
La matrice C est sans dimension et repre´sente les corre´lations entre les diffe´rentes composantes du
vecteur d’e´tat, soit entre deux points de grille pour la meˆme quantite´ (corre´lations monovarie´es), soit entre
deux diffe´rentes quantite´s (corre´lations multivarie´es).
1.2.2 Corre´lations monovarie´es
Dans cette section, on va pre´senter un moyen de mode´liser les corre´lations monovarie´es, c’est a` dire
repre´sentant les blocs diagonaux de C, en supposant les corre´lations spatiales gaussiennes.
l’approche historique est de de´finir les corre´lations comme une fonction de la distance entre deux points
suivant la formule :
Ci,j = c1 exp
(
−di,j
c2
)
ou` c1 et c2 sont des facteurs de normalisation et di,j est la distance entre les points de grille i et j, de sorte
que l’influence du point i sur j de´croit avec la distance entre ces points. Cette approche a e´te´ utilise´e dans
la partie analyse oce´anique des syste`me 1 et 2 de pre´vision saisonnie`re a` l’ECMWF (Anderson et al., 2003)
dans un syste`me de type Interpolation Optimale (Eqn: 1.16) avec la limitation d’inde´pendance niveau par
niveau de l’analyse. Pour le de´veloppement du syste`me 3 nous n’avions pas la latitude de remplacer ce
syste`me archaı¨que (ce qui a e´te´ fait pour le syste`me 4 avec l’adoption de NEMOVAR), j’ai toutefois tente´
d’ame´liorer la spe´cification de ces corre´lations spatiales. La premie`re e´tape fut de ge´ne´raliser la formulation
a` des corre´lations 3D. Ce ne fut pas une simple taˆche, une analyse inde´pendante niveau par niveau apportant
son lot de simplifications. De plus l’imple´mentation du syste`me pre´ce´dent ne facilitait pas son e´volution.
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Au dela` de ces aspects techniques difficiles, la science derrie`re cette e´tape est relativement simple. Dans les
syste`mes 1 et 2, les coefficients de C sont mode´lise´s par
C = e
− 1
2
(
∆r
W∗r
)
(1.21)
ou` ∆r repre´sente la distance horizontale entre deux points de grille donne´s et W ∗r un facteur d’e´chelle de
corre´lation.
Dans le syste`me 3 l’assimilation de la tempe´rature est effectue´e sur tous les niveaux du mode`le en meˆme
temps, des corre´lations verticales ont donc e´te´ ajoute´es:
C = e
− 1
2
(
∆r
Wr
+ ∆z
Wz
)
(1.22)
ou` ∆z est la diffe´rence en profondeur entre deux point donne´s. De plus, afin de pre´venir l’influence d’une ob-
servation de s’e´taler au travers des masses d’eau aux caracte´ristiques vraiment diffe´rentes, une de´pendance
a` la densite´ a e´te´ ajoute´e. L’e´quation (1.22) devient :
C = e
− 1
2
(
∆r
Wr
+ ∆z
Wz
+ ∆ρ
Wρ
)
(1.23)
avec ∆ρ, la diffe´rence de densite´ de l’e´bauche entre deux points donne´s; rendant ainsi les statistiques d’er-
reur de´pendantes de l’e´tat actuel (“error of the day”).
La figure 1.3 montre l’incre´ment d’assimilation venant de 3 observations de tempe´rature isole´es le long
de l’e´quateur pour les formulations 1.22 (haut) et 1.23 (bas). Les contours noirs repre´sentent les isothermes
de l’e´bauche. On peut noter les diffe´rences de comportement de´crites ci avant : la diffusion de l’information
n’est pas uniforme et de´pend de la densite´; par semple, a` 200E/210m ou` les masses d’eau sont bien stratifie´es,
l’incre´ment a` la forme d’un ellipsoı¨de alors qu’a` 120W/100m sa forme est plus sophistique´e.
Une autre caracte´ristique du syste`me 3 est l’assimilation de salinite´. L’assimilation des donne´es de sa-
linite´ dans les mode`les de circulation ge´ne´rale pour l’oce´an et le climat est un proble`me d’importance.
Historiquement il y avait peu de donne´es de salinite´, mais le re´cent de´veloppement du re´seau Argo a radica-
lement change´ la situation. Dans le syste`me 3, les donne´es de salinite´ furent assimile´es apre`s la tempe´rature
(une assimilation simultane´e aurait e´te´ pre´fe´rable, mais cela s’ave´rait difficile techniquement). Dans Haines
et al. (2006) nous avons propose´ un sche´ma d’assimilation de salinite´ base´ sur la conservation des proprie´te´s
des masses d’eau, permettant de plus grandes e´chelles de corre´lation. Ceci e´tait le´gitime´ par la figure 1.4
qui illustre les e´chelles de corre´lation de la salinite´ sur l’horizontal (gauche) et sur les isothermes (droite)
pour deux points du globe. Ce sche´ma a e´te´ ame´liore´ utilisant le meˆme type d’approche que 1.23 et a e´te´
une composante du syste`me 3. Il n’y a malheureusement pas d’e´tude de´taille´e et se´pare´e de l’apport de ces
ame´liorations mais une comparaison plus ge´ne´rale avec le syste`me pre´ce´dent est disponible dans Balmaseda
et al. (2007e)
Des me´thodes relativement frustres et peu couˆteuses, comme celles utilise´es ci-avant permettent des
subtilite´s qui peuvent ame´liorer le re´sultat a` court terme. Sur le long terme il est sans doute pre´fe´rable
d’investir dans des me´thodes plus sophistique´es et plus solides d’un point de vue the´orique. On vient de
voir que le Syste`me 3 permet de de´crire des covariances d’erreur de´pendantes de l’e´tat courant (l’erreur
du jour) et de rang complet. Parvenir au meˆme re´sultat avec les approches classiques pour les me´thodes
variationnelles n’est pas simple, meˆme si en the´orie le 4Dvar le fait implicitement. Les filtres le font de
fac¸on naturelle, mais ne conservent pas le rang complet des matrices. Il y a cependant plusieurs pistes pour
y parvenir, parmi celles ci on peut citer Yaremchuk et al. (2011) qui proposent de combiner un ope´rateur de
rang complet qui ne de´pend pas de l’e´tat courant avec une matrice de rang re´duit repre´sentant les statistiques
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FIGURE 1.3: Impact de trois observations individuelles pour la formulation de B traditionnelle (haut) et de
la formulation “isopycnale” (bas)
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Salinity Assimilation using S(T ) relationships: Part 1 Theory.
Figure 3: One-point correlation maps for S(z) at 400m. The left panels show results from 100 years of the low resolution
climate model HadCM3, and the right panels show results from 10 years of the higher resolution HadCEM model at the
same locations. The upper panels are located at 162E, 27S in the south Pacific off Australia, and the lower panels are
located at 60E, 22S in the Indian Ocean east of Madagascar.
spatial scales.
However, when we look at the correlations for S(T ) variability in Fig 4, the spatial scales from HadCEM and
HadCM3 are much more similar to each other, and these scales are much larger than for the S(z) correlations,
especially those in the HadCEM model. Even when the S(z) and S(T ) correlation scales are compared within
the HadCM3 model, the spatial scales for the S(T ) covariances are a little larger than for S(z). There are some
spuriously large remote covariances detected in these plots, particularly for the HadCEM data set. This is due
to only using 10 years of monthly data which is really a fairly short period of time to quantify S(T ) variability
accurately, for some of the reasons discussed previously. However the data are sufficient to demonstrate that
there are scale differences between the S(z) and S(T ) variations. The 400m depth level of this comparison is
within the main thermocline at both the locations, and temperature will dominate the stratification.
It is the covariance scales detected in Figs. 3 and 4 that would normally be used for the assimilation of observa-
tions. Typically if the spatial covariance scales for S(T ) are 3 times larger than for S(z), then each observation
of S(T ) can be used to influence an area of ocean which is 9 times the area that an observation of S(z) at the
same location would influence. Effectively this is achieved because the error covariance for S(T ) will be nat-
urally flow dependent, since the T field is flow dependent, whereas the S(z) covariances are not naturally flow
dependent. Therefore as far as assimilation is concerned the results of this section demonstrate two important
facts:
(1) At mid and lower latitudes a significant fraction of the salinity variability on a depth level can be modelled
by re-referencing the salinity properties to an isotherm. This is achieved by the Troccoli and Haines (1999)
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Salinity Assimilation using S(T ) relatio ships: Part 1 Theory.
Figure 4: One-poin corr lation maps at the same loc tions as in Fig 3 b t now for S(T ) variations. The left panels are for
the HadCM3 low resolution m del and the right panels are for the HadCEM high resolution model. The 12C temperature
surf ce is used in the upper panels being the me n temperature at 400m in the Pacific. The 15C isotherm is used in the
lower panels being the mean temperature at 400m in the Indian Ocean.
assimilation method in which salinity is modified to remain unchanged on an isotherm during temperature
profile assimilation.
(2) When attempting to assimilate salinity observations, the key additional information is the S(T ). This S(T )
information exhibits larger spatial covariance scales than S(z) (or T (z)) which are both dominated by the
mesoscale. Thus S(T ) data can be given a wider influence radius during the salinity data assimilation step.
In the following section we show how an assimilation method for S(T ) can be constructed.
3 Salinity Assimilation Methods
All the assimilation methods described here are presented in the context of simple OI methods. Nonetheless
this does not detract from the physical content and indeed makes the consequences rather easier to explore.
There is no reason why these ideas should no be extended to 3 and 4d Var methods of assimilation with the
correct developments of the co ariance mat ices.
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FIGURE 1.4: Cartes de corre´lation pour S(z) (gauche) et S(T) droite a` 400m issues de 10 ans de simulation
haute re´soluti n du mode`le HadCEM, pour des points situe´s ` 162E, 27S au large de l’Australie dans l sud
P cifique (haut) t 60E, 22S a` l’ st de M d g scar d ns l’oce´an Indien (bas)
du jour. De fac¸on plus e´le´gante, mais aussi plus difficile a` mettre en œuvre, Weaver and Mirouze (2012)
proposent une extension de la me´thode maintenant classique base´e sur une e´quation de diffusion ge´ne´ralise´e,
cette dernie`re e´tant pre´sente´e dans la section suivante.
Ope´rateur d diffusion ge´ne´ralise´e
L’approche naı¨ve pre´sente´e pre´ce´demment ne permet pas de ge´rer correctement les obstacles comme
par exemple les coˆtes en oce´anographie (l’influence d’une observation peut aise´ment traverser l’isthme de
Panama sans s’acquitter du pe´age) et ainsi oblige a` ignorer les observations trop pre`s des coˆtes. La me´thode
dite de l’ope´rateur de diffusion ge´ne´ralise´e ame´liore l’ide´e pre´ce´dente en de´formant la structure gaussienne
qui va suivre la coˆte ou le flot. Comme dit pre´ce´demment, on a ge´ne´ralement besoin du produit matrice-
vecteur plutoˆt que de la matrice elle meˆme ou de son inverse. Sous certaines hypothe`ses (homoge´ne´ite´ et
isotropie de la fonction de corre´lation) on peut e´crire ce produit matrice vecteur sous forme d’un produit de
convolution.
Le calcul de ce produit peut-eˆtre effectue´ au moyen de l’inte´gration d’une e´quation de diffusion (dont la
solution est justement la convolution d’un vecteur initial par un noyau gaussien).
∂η
∂t
− κ∂
2η
∂z2
= 0 (1.24)
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avec κ un coefficient de diffusion. La solution a` la fin d’un intervalle de pseudo-temps 0 ≤ t ≤ T est donne´
par l’e´quation inte´grale :
η(z, T ) =
1√
4piκT
∫
z′
e−(z−z
′)2/4κT η(z′, 0)dz′ (1.25)
η(z, T ) est ainsi la convolution de η(z, 0) avec une fonction de covariance gaussienne ou` le produit
2κT peut eˆtre interpre´te´ comme le carre´ de l’e´chelle de corre´lation de la fonction gaussienne et le coeffi-
cient constant (
√
4piκT )−1 comme la variance. Pour revenir a` une fonction de corre´lation on post multiplie
η(z, T ) par
√
4piκT .
Sur la sphe`re, le calcul de la normalisation est plus complique´ et n’est pas disponible analytiquement.
Ainsi on doit calculer une matrice de normalisation qui va convertir la sortie du filtre laplacien L (e´quation
1.24) en une multiplication par une matrice de corre´lation (avec des 1 sur la diagonale). Celle ci peut eˆtre
calcule´e en appliquant successivement L a` tous les vecteurs de la base euclidienne ei = (0, ..., 0, 1, 0, ..., 0)
ou approxime´e par une me´thode ale´atoire. Ce calcul est tre`s couˆteux ce qui limite la latitude pour faire
e´voluer les caracte´ristiques de cet ope´rateur.
On obtient alors l’ope´rateur C de corre´lation sur la grille en composant
C = ΛLΛ (1.26)
Cette approche est bien pre´sente´e dans Weaver and Courtier (2001) et est actuellement utilise´e dans
plusieurs syste`mes, dont NEMOVAR. En de´finissant κ comme un tenseur de´pendant de l’e´tat courant du
syste`me plutoˆt que comme un coefficient unique, on peut e´tendre cette me´thode afin de mode´liser l’action
d’une matrice de covariance anisotrope et de´pendante de l’“erreur du jour”. Cependant l’imple´mentation
pratique n’est pas triviale et est actuellement le sujet d’une collaboration au sein de VODA / NEMOVAR.
Jusqu’ici seules les covariances spatiales sont prises en compte et les covariances croise´es entre les
diffe´rentes variables du vecteur d’e´tat (les blocs off-diagonaux de B) ne sont pas encore mode´lise´s, c’est le
but de la section suivante.
1.2.3 Corre´lations multivarie´es
Afin de comple´ter notre ope´rateur et obtenir une une matrice comple`te (multivarie´e) de covariance d’er-
reur d’e´bauche, on peu e´crire suivant Derber and Bouttier (1999)
B = KbBˆK
T
b (1.27)
ou` Bˆ est l’ope´rateur de covariance monovarie´ tel que de´finit dans la section pre´ce´dente et K est l’ope´rateur
d’e´quilibre qui permet d’imposer au re´sultat de satisfaire a` des proprie´te´s physiques connues. Par exemple,
dans Vidard et al. (2004), pour un mode`le aux e´quations de Saint-Venant, cet ope´rateur impose au re´sultat de
satisfaire a` l’e´quilibre ge´ostrophique, l’ope´rateur monovarie´ reposant sur l’e´quation de diffusion ge´ne´ralise´e.
La figure 1.5 montre, en utilisant ce meˆme syste`me et en assimilant un sous e´chantillon de la hauteur d’eau,
l’e´volution de l’erreur RMS pour l’utilisation de l’ope´rateur monovarie´ seul (a` gauche) et de l’ope´rateur
multiparite´ (a` droite). Ceci illustre bien l’importance de ces ope´rateurs d’e´quilibre pour e´viter la ge´ne´ration
d’oscillations non voulues (ondes de gravite´).
Pour des applications re´alistes il n’est pas toujours aise´ de trouver des proprie´te´s d’e´quilibre ge´ne´rales.
Pour l’oce´an les proprie´te´s ge´ne´ralement utilise´es sont la conservation des proprie´te´s des masses d’eau et
l’e´quilibre ge´ostrophique (Weaver et al., 2005), mais elle ne sont pas valides partout, par exemple elle ne
le sont pas dans la couche de me´lange et a` l’e´quateur respectivement, leur mise en place n’est donc pas
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FIGURE 1.5: Courbes d’erreur RMS en fonction du temps pour l’e´bauche (rouge) et l’analyse (vert) de trois
cycles successifs de 4Dvar dans mode`le aux e´quations de Saint Venant, pour la hauteur d’eau (haut) et la
vitesse (bas) avec un ope´rateur B monovarie´ (gauche) et multivarie´ (droite).
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toujours aise´e. Cependant, avec le 4D-Var, si il y a assez d’observations et si la feneˆtre d’assimilation est
suffisamment longue, l’e´tat analyse´ et implicitement contraint a` l’e´quilibre, par la pre´sence du mode`le et
de l’adjoint dans le syste`me d’optimalite´ ; le besoin d’un tel ope´rateur sophistique´ en est donc re´duit. C’est
d’ailleurs la tendance actuelle en pre´vision nume´rique du temps ou` le nombre d’observation a augmente´
de fac¸on importante, ainsi le besoin de l’ope´rateur K se fait moins sentir (Y. Tre´molet, communication
personnelle). Pour le pauvrement observe´ oce´an, cet aspect reste important.
1.3 Le controˆle d’erreur mode`le en assimilation variationnelle
Dans les me´thodes classiquement utilise´es en assimilation de donne´es variationnelles telles que de´crites
au de´but de ce chapitre le terme de controˆle est la condition initiale du syste`me. Ce faisant on suppose
implicitement que le mode`le est parfait. De toute e´vidence cette hypothe`se n’est pas re´aliste. Au cours de
ma the`se, j’ai propose´ plusieurs pistes pour prendre en compte l’erreur mode`le. Celles ci conside`rent l’erreur
de mode`le comme un terme supple´mentaire que l’on peut controˆler.
Le mode`le s’e´crit alors {
dx
dt
= M(x) + η(t), t ∈ [0, T ],
x(0) = x0,
(1.28)
et la fonction couˆt a` minimiser devient
J(x0, η) =
1
2
‖ x0 − xb ‖2X +
1
2
∫ T
0
‖ y(t) − H[x(x0, t)] ‖2O dt +
1
2
∫ T
0
‖ η(t) ‖2E dt, (1.29)
Cette approche n’est pas re´alisable en pratique pour des proble`mes de grande taille : la taille du vecteur
de controˆle devient immense (taille du vecteur d’e´tat × nombre de pas de temps). Pour circonvenir a` ce
proble`me plusieurs approches ont e´te´ propose´es. Un premie`re possibilite´ est de mode´liser l’e´volution du
terme correctif d’erreur et de controˆler que sa condition initiale (Griffith and Nichols, 2000; Vidard et al.,
2004). On suppose que l’on connait un mode`le d’e´volution de l’erreur:{
dη
dt
= N (η(t),x(t)) + (t), t ∈ [0, T ],
η(0) = η0,
(1.30)
ou`  est un bruit stochastique non biaise´, qui peut e´ventuellement eˆtre controˆle´ (mais dans la suite on le
ne´gligera), et la fonction couˆt devient
J(x0, η0) =
1
2
‖ x0 − xb ‖2X +
1
2
∫ T
0
‖ y(t) − H[x(x0, t)] ‖2O dt +
1
2
‖ η0 − ηb ‖2E dt. (1.31)
Cette approche a e´te´ utilise´es avec succe`s dans des conditions pre´-ope´rationnels (mode`le re´aliste, donne´es
re´elles) pour l’oce´an (Vidard, 2001) et pour l’atmosphe`re (Tre´molet, 2007c) en conside´rant η comme e´tant
constant sur une feneˆtre d’assimilation, on parle alors de controˆle de l’erreur syste´matique. Vidard et al.
(2004) a meˆme montre´ sur un cas simple que l’estimation de cette erreur pouvait e´ventuellement eˆtre utilise´e
pour corriger la pre´vision subse´quente.
Une autre option, pour re´duire la taille du vecteur de controˆle due aux termes de correction d’erreur est
de les projeter sur une base re´duite comme propose´ dans certains de mes articles (Vidard et al., 2000, 2003,
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2004) et dans les travaux de S. Durbiano (2001). Dans ce cas l’e´quation 1.28 s’e´crit{
dx
dt
= M(x) +Tηr(t), t ∈ [0, T ],
x(0) = x0,
(1.32)
avec ηr dans un espace de petite dimension.
On peut meˆme envisager une approche regroupant les deux strate´gies cite´es ci dessus, comme illustre´
dans Vidard et al. (2000) sur un cas tre`s simple.
Plus re´cemment Tre´molet (2007a) a propose´ de retourner a` la formulation ge´ne´rale dans laquelle c’est
la trajectoire du mode`le toute entie`re qui est controˆle´e. Ce qui donne pour un mode`le discre´tise´ en temps
J(x) =
1
2
I∑
i=1
‖ yi −Hi[xi] ‖2O +
1
2
‖ x0 − xb ‖2X +
1
2
I∑
i=1
‖ Mti−1→ti(xti−1)− xti ‖2E (1.33)
On se retrouve dans le meˆme proble`me que 1.29, a` savoir une taille de vecteur de controˆle inge´rable.
Tre´molet (2007a) propose alors de ne controˆler qu’un sous-ensemble re´duit d’instantane´s de cette trajectoire
en pe´nalisant l’e´cart a` l’inte´gration du mode`le depuis l’instantane´ pre´ce´dent. En limitant le nombre d’ins-
tantane´, cet algorithme a un coup raisonnable, de plus le calcul du terme d’e´cart aux observations, qui est le
plus couˆteux car reque´rant l’inte´gration re´trograde de l’adjoint, ce calcul, donc, est inde´pendant sur chaque
sous-feneˆtre et peut donc eˆtre effectue´ en paralle`le. Cette approche ressemble a` ce que certains appellent en
automatique le Moving Horizon Estimator avec direct multiple shooting de´crit dans Kraus et al. (2006) et
bibliographie. A ma connaissance, cette approche n’a pas e´te´ utilise´e sur des mode`les re´alistes. Y. Tre´molet
et moi meˆme avions effectue´ son imple´mentation dans le syste`me OPAVAR (anceˆtre de NEMOVAR) lors de
sa visite dans notre e´quipe en 2006, malheureusement nous n’avions pas eu le temps d’obtenir de ces travaux
des re´sultats publiables avant de devoir retourner a` nos occupations respectives. Ce n’est que partie remise,
B. Lemieux et moi meˆme travaillons a` son installation dans NEMOVAR dans le cadre du projet VODA (Le-
mieux and Vidard, 2011) tandis que Y. Tre´molet participe au de´veloppement de OOPS (An Object Oriented
Framework for Coupling Data Assimilation Algorithms to Models) dont une des motivations est d’apporter
la souplesse ne´cessaire pour pouvoir imple´menter ce type de me´thode dans le cadre du syste`me inte´gre´ de
pre´vision de l’ECMWF (IFS).
Le controˆle de l’erreur mode`le ou “4DVar a` contrainte faible” (Dans le 4D-Var classique le mode`le
est une contrainte forte de la minimisation) pre´sente certains avantages, le premier d’entre eux est qu’il
permet l’utilisation de feneˆtres d’assimilation plus grandes (Vidard, 2001). Ce re´sultat est assez intuitif : si
le mode`le de´rive il devient difficile d’ajuster la condition initiale de fac¸on cohe´rente afin de s’approcher des
observations dans leur ensemble. Un autre raison, est que la quasi totalite´ des syste`mes utilisent une me´thode
de type Gauss-Newton (ou 4D-Var incre´mental, i.e. la minimisation de Eq1.13) qui effectue la minimisation
par approximation successive utilisant la TLA (Equation 1.9). Si la TLA est trop grossie`re cet algorithme
ne converge pas, or celle ci est directement de´pendante de la longueur de la feneˆtre d’assimilation. Dans
le cas du 4DVar contrainte faible, la TLA ne doit eˆtre fine que sur l’intervalle entre deux corrections de
la trajectoire. L’allongement des feneˆtre d’assimilation rend moins important le besoin de bien spe´cifier
l’ope´rateur d’e´quilibre (e´quation 1.27) dans l’ope´rateur de covariance d’erreur d’e´bauche. Un autre aspect
est qu’il permet une plus grande paralle´lisation, comme mentionne´ plus haut. Cet aspect est encore renforce´
par l’utilisation de me´thodes dites de “point-selle” comme propose´es par Lagarde (2000) et rede´couvertes
par Fisher and Auvinen (2012) ou` une me´thode 4DVar et une me´thode duale (4D-PSAS) sont combine´es
pour augmenter le paralle´lisme.
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1.4 Quelques pistes pour l’avenir
Comme on l’a vu lors de ce chapitre, les me´thodes d’assimilation ont connu un tre`s fort de´veloppement
ces trente dernie`res anne´es, elles ont maintenant atteint une certaine maturite´ et sont utilise´es de fac¸on
ope´rationnelle dans de nombreux domaines. Ces me´thodes ont permis, notamment dans les syste`mes de
pre´vision me´te´orologiques, malgre´ des non-line´arite´s importantes, d’utiliser une grand varie´te´ et une grande
quantite´ d’observations pour ge´ne´rer des e´tats analyse´s convenablement e´quilibre´s et de meilleure qualite´,
et ainsi d’ame´liorer grandement les performances desdits syste`mes. Cependant l’histoire ne s’arreˆte pas la`
et l’effort de recherche va se poursuivre tellement les enjeux sont importants. Sans pre´tendre eˆtre exhaustif,
on peut tout de meˆme, en guise de conclusion a` ce chapitre sur les me´thodes, tenter de de´gager quelques
grands de´fis pour les anne´es a` venir dans ce domaine.
1.4.1 Evolution des me´thodes et adaptation a` l’e´volution des moyens de calcul
Apre`s avoir vu l’ave`nement des architectures vectorielles puis sa marginalisation, la “mode” actuelle
est au massivement paralle`le et c¸a le restera a` moyen et sans doute long terme. Ceci impose de penser les
e´volutions des me´thodes a` travers le prisme (pour ne pas dire la dictature) de la “scalabilite´”. En effet a`
qualite´ e´gale, les me´thodes qui e´quilibrent mieux la charge de calcul seront ple´biscite´es. En l’e´tat actuel, les
me´thodes variationnelles utilise´es en PNT tournent efficacement sur plusieurs milliers de processeurs. On
dispose de´ja` de calculateurs a` plusieurs dizaines, voire centaines de milliers d’unite´s de calcul, maintenir
de bonnes performances sur ce type de calculateur ne va pas eˆtre trivial. Au regard de cela, les me´thodes
d’ensemble ou particulaires sont e´videmment bien place´es, il suffit d’augmenter la taille de l’ensemble. En ce
qui concerne les me´thodes variationnelles plusieurs pistes semblent se de´gager, le 4DVar a` contrainte faible
tel que de´crit a` la fin de la section 1.3 fournit un e´le´ment de re´ponse permettant un niveau de paralle´lisme
plus important et de plus grandes feneˆtres d’assimilation. Ce dernier aspect a d’ailleurs un effet double : il
autorise de prendre en compte un nombre plus important d’observation pour une seule analyse, il permet
aussi de re´duire la sensibilite´ a` la condition initiale. De plus, le nombre et la varie´te´ grandissante des donne´es
obtenues graˆce a` l’important de´veloppement des re´seaux d’observation, s’il augmente de fac¸on importante le
couˆt de l’EnKF, a de nombreux impacts sur la formulation variationnelle et peut faire changer les priorite´s :
l’erreur sur la condition initiale et les incre´ments d’analyse sont plus petits, les erreurs sont de plus petite
e´chelle et moins structure´es, et surtout l’importance du terme d’e´bauche de la fonction couˆt et des contraintes
d’e´quilibre associe´e diminuent. On pourrait meˆme imaginer que dans le futur, le proble`me de minimisation
du terme d’e´cart aux observations seul soit bien pose´ (tout ceci est surtout vrai pour la me´te´orologie, pour
l’oce´anographie, on en est encore loin).
1.4.2 Assimilation pour les syste`mes de mode´lisation
Dans de nombreux domaines se de´veloppent ce qu’il convient d’appeler des syste`mes de mode´lisation,
ou` non plus une seule physique ou une seule e´chelle est repre´sente´e et son e´volution de´crites, mais plu-
sieurs milieux ou phe´nome`nes interagissent. Ces couplages peuvent eˆtre de plusieurs types : avec un autre
milieu (pour ce qui concerne l’oce´an, on peut mentionner le couplage oce´an-atmosphe`re, mais aussi oce´an-
bioge´ochimie), d’un meˆme milieu mais avec des e´chelles et des approximations diffe´rentes (couplage d’un
mode`le hauturier hydrostatique avec un mode`le coˆtier non hydrostatique par exemple), des mode`les em-
boite´s (un zoom haute re´solution dans une re´gion d’inte´reˆt emboite´ dans un mode`le global a` basse re´solution),
etc. Dans la plupart des syste`mes actuels, les composantes de ces syste`mes de mode´lisation sont initialise´s
par assimilation de donne´es de fac¸on inde´pendante. Cette technique ad-hoc permet d’utiliser inde´pendamment
29
les syste`mes d’assimilation de´veloppe´s pour chaque mode`le, sans avoir a` reconstruire un nouveau syste`me.
Par contre, elle est a` l’e´vidence sous-optimale. Dans le cas du couplage oce´an-atmosphe`re, par exemple,
du fait de l’incohe´rence relative des forc¸ages provenant de re´analyse et des flux engendre´s par un mode`le
(d’oce´an ou d’atmosphe`re), le passage du mode force´ de l’assimilation au mode couple´ de la pre´vision induit
un choc dans l’e´volution du syste`me (McPhaden et al., 1998). Ce choc peut entraıˆner, au de´but de la pe´riode
de pre´vision, la cre´ation d’ondes inexistantes dans la re´alite´.
Le de´veloppement de me´thodes d’assimilation de donne´es performantes pour les mode`les couple´s est
un point crucial : il s’agit maintenant de franchir une e´tape de´cisive dans les techniques utilise´es, tant pro-
bablement dans l’ame´lioration apporte´e en terme de qualite´ des re´sultats, que dans les proble`mes de couˆt
nume´rique et de complexite´ nume´rique supple´mentaires que cela va soulever. En effet tenter de rassembler
des informations tre`s he´te´roge`nes (coupler des mode`les he´te´roge`nes en e´chelles, multi-fluide, multi-phase
et des donne´es de toutes sortes) ne se fera pas aise´ment. De ce fait, de´velopper me´thodes mathe´matiques et
algorithmes efficaces, en insistant sur la paralle´lisation de ceux-ci, seront des points essentiels.
1.4.3 E´volution de la formulation des statistiques d’erreurs
Une e´tape importante, a` mon sens, est la meilleure prise en compte des erreurs d’observations corre´le´es
entre elles. En effet, avec l’omnipre´sence des observations satellites avec leur multiples canaux, l’hypothe`se
de non corre´lation de ces erreurs est mise a` mal, et ne´gliger ces corre´lations croise´es peut de´grader l’ana-
lyse si les observations sont trop denses (Liu and Rabier, 2006). La solution la plus couramment employe´e
actuellement consiste a` sous-e´chantillonner ces observations et a` augmenter artificiellement la variance d’er-
reur spe´cifie´e correspondante. De nombreuses e´tudes ont mis en e´vidence la pre´sence de ces corre´lations
croise´es, comme par exemple les travaux de N. Bormann au CEPMMT (Bormann et al., 2003; Bormann and
Bauer, 2010; Bormann et al., 2010). Il est cependant difficile de de´finir une strate´gie commune a` tous types
d’observation de part leur diffe´rence de nature, et de plus la taille des vecteurs d’observation pouvant eˆtre
importante, on se retrouve devant le meˆme proble`me d’impossibilite´ de manipulation que dans le cas de la
matrice d’erreur d’e´bauche. La communaute´ commence a` s’inte´resser a` ce type de proble`me, soit en mani-
pulant effectivement ces matrices plus ou moins creuses (Weston, 2011) ou en de´finissant un ope´rateur de
multiplication par cette matrice (ou son inverse) a` l’instar de ce qui est de´crit dans la section 1.2.2 (Weaver
and Piacentini, 2012)
Meˆme si la matrice (ou l’ope´rateur) de covariance d’erreur d’e´bauche a rec¸u plus d’attention, il reste
encore de nombreuses ame´liorations a` apporter. Comme il a e´te´ e´voque´ lors de la section 1.2, trouver un
moyen de mode´liser les statistiques d’erreur d’e´bauche de manie`re a` ce qu’elles soient de´pendante de l’e´tat
courant est un enjeu d’importance en assimilation variationnelle. En effet dans les imple´mentations habi-
tuelles de cette approche ces statistiques sont fixe´es au de´but de chaque feneˆtre d’assimilation et en ge´ne´ral
toujours aux meˆmes valeurs. Or, de tout e´vidence, ces erreurs d’e´bauches sont de´pendantes de l’e´tat du
syste`me, on n’aura pas les meˆmes caracte´ristiques sur une mer d’huile que lors du passage d’un ouragan.
Ceci est possible a` mettre en œuvre dans le cadre d’un ope´rateur base´ sur la diffusion ge´ne´ralise´e mais pose
des proble`mes de calcul scientifique non triviaux comme par exemple la re´solution de nombreux syste`mes
line´aires de grande taille couteux a` re´soudre.
1.4.4 Me´thodes hybrides et nouvelles me´thodes
Un lecteur e´claire´ aura remarque´ que j’ai jusqu’ici presque passe´ sous silence les me´thodes hybrides
4DVar / Ensemble qui connaissent pourtant un fort de´veloppements actuellement. En effet, un autre moyen
d’obtenir la de´pendance a` l’e´tat courant des statistiques d’erreur initiales dans un environnement variationnel
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est de faire e´voluer ces statistiques par un filtre ou un lisseur e´quivalent. Dans Buehner et al. (2010a,b) un
re´sultat important vient soutenir l’inte´reˆt d’une telle de´marche : si les deux syste`mes (4DVar et EnKF)
sont grosso modo e´quivalents, ils obtiennent des re´sultats sensiblement meilleurs en utilisant les statistiques
d’erreur calcule´es par le filtre de Kalman d’ensemble dans le 4DVar. On pourrait re´sumer ce re´sultat en
pre´tendant que, pour ce syste`me au moins, l’assimilation variationnelle est plus efficace pour re´pondre a`
la question pose´e, mais le filtre d’ensemble la pose mieux. En d’autre termes, un bon me´lange serait un
partage des taˆches dans lequel le filtre ou lisseur de Kalman d’ensemble ou assimile´ fait e´voluer la matrice
de covariance d’e´bauche pour le 4DVar qui lui, aurait a` charge de minimiser la fonction couˆt ainsi produite.
On peut en effet raisonnablement penser que l’approche variationnelle est mieux qualifie´e pour manipuler la
non-line´arite´ de la dynamique et des ope´rateurs d’observation et de plus permet plus facilement d’imposer
des contraintes d’e´quilibre physique.
L’ide´e de me´thodes hybrides n’est pas re´cente, il y eut quelques tentatives au de´but des anne´es 2000,
par exemple l’algorithme 3DVar/EnKF introduit par Hamill and Snyder (2010) qui utilise l’ensemble pour
propager les statistiques dans un cadre non line´aire mais n’exploite pas les proprie´te´s lissantes du 4D-Var
ou Veerse´ et al. (2000) qui propose un cadre the´orique pour un syste`me hybride entre un lisseur de Kalman
de rang re´duit et un 4D-Var de rang re´duit, mais sans proposer d’application.
D’autres tentatives de produire des me´thodes hybrides tendent plus a` recycler (ou importer) des ide´es
d’une approche vers l’autre. Par exemple le 4DEnKF (4D Ensemble Kalman Filter) introduit par Hunt et al.
(2004) fournit un moyen pour assimiler les observations passe´es (et non uniformes) dans un cadre se´quentiel,
mais n’agit pas intrinse`quement comme un lisseur ni ne se place vraiment dans un cadre 4DVar. Dans l’autre
sens on peut citer la me´thode VAE (Variational Assimilation Ensemble) ope´rationnelle a` Me´te´o-France et
de´crite dans Raynaud et al. (2011, et bibliographie) qui effectue six assimilations 4DVar ou 3DFGAT per-
turbe´es et de´couple´es en paralle`le pour estimer les variances d’erreur, mais n’hybride pas fondamentalement
les deux algorithmes.
Plus re´cemment, plusieurs propositions pour des approches hybrides plus inte´gre´es ont vu le jour. Parmi
celles ci on peut citer la me´thode E4DVAR (Ensemble 4DVar) propose´e par Zhang et al. (2009) qui effectue
un 4DVar et un EnKF en paralle`le modifiant la moyenne de l’ensemble en se basant sur le re´sultat du 4DVar
et fournissant au 4D-Var des statistiques d’e´bauche base´es sur les re´sultats de l’EnKF.
Une autre approche cohe´rente est de´crite dans les travaux de Krysta et al. (2011) auxquels j’ai e´te´ (un
peu) associe´ (Krysta et al., 2008), et qui sont base´s sur les travaux the´oriques de Veerse´ et al. (2000). Il s’agit
ici de combiner une 4DVar d’ordre re´duit et un lisseur de Kalman d’ordre re´duit sur la meˆme base.
Il reste cependant encore un peu de travail avant que ces me´thodes hybrides aient la maturite´ suffisante
(a` part pour les plus simples) pour eˆtre utilise´es dans un cadre ope´rationnel. L’activite´ de recherche est
importante actuellement sur ce type d’approche et le nombre de variantes commence a` foisonner, la` encore
un ensemble de cas test communs pour e´valuer leurs forces et leurs faiblesses respectives serait ne´cessaire.
Un autre aspect est que les me´thodes hybrides cohe´rentes actuellement propose´es se marient mal avec
l’approche d’un ope´rateur B mode´lise´ comme pre´sente´ dans la section 1.2. Dans ce cas un syste`me hybride
peut aise´ment fournir une actualisation des variances (les termes diagonaux) et un peu plus difficilement les
longueurs de corre´lation. Une possibilite´ probablement abordable serait d’avoirB repre´sente´ en deux partie,
une premie`re en base re´duite venant du filtre et une deuxie`me de rang comple`te, prescrite et mode´lise´e sous
forme d’ope´rateur. On doit pouvoir aller vers des me´thodes plus inte´gre´es, mais il reste a` les imaginer.
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Chapitre 2
DES OBSERVATIONS RE´CALCITRANTES
Les observations sont des mesures partielles, en temps et en espace et discre`tes de quantite´ physiques
continues. De plus les observations ge´ne´ralement utilise´es en assimilation de donne´es sont en le plus souvent
encore sous e´chantillonne´es et filtre´es. Ainsi, l’espace des observations O est un sous espace de Rp ou` p est
le nombre d’observation. Les observations y et le vecteur d’e´tat x sont lie´s par l’ope´rateur d’observation
H : X → O
x(t) 7→ y(t) = H(x(t)), (2.1)
qui “projette” l’espace des variables d’e´tat X vers l’espace des observation O. Pour l’assimilation de
donne´es on de´finit l’espace des observations en lui associant un produit scalaire prenant en compte les
incertitudes sur les mesures et les erreurs de repre´sentativite´. Ainsi
‖H(x)− y‖2O = (H(x)− y)TR−1(H(x)− y), (2.2)
ou` R est la matrice de covariance d’erreur d’observation.
On parle d’observations directes quand la quantite´ observe´e appartient a` l’ensemble des quantite´s qui
sont repre´sente´es par la variable d’e´tat du mode`le et d’observations indirectes sinon. Dans le premier cas,
H peut eˆtre de´fini comme une projection de X vers O. Dans le second cas, e´valuerH(x) peut eˆtre difficile,
tant du point de vue calcul que mathe´matique du fait des lois physiques complexes qui peuvent lier x et
y. L’ope´rateur d’observation doit eˆtre suffisamment re´gulier pour que les de´rive´es partielles ∂H∂x qui sont
requises pour obtenir le mode`le adjoint (1.7) existent. Pour des observations directes, cette proprie´te´ est
ge´ne´ralement facilement satisfaite, alors que, dans le cas des observations indirectes, cela peut eˆtre plus
de´licat.
Par exemple, dans le cas d’un mode`le d’oce´an dont les variables d’e´tat sont les vitesses de courant, la
hauteur de la surface, la tempe´rature et la salinite´, des observation directes pourraient eˆtre des mesures in
situ de tempe´rature et salinite´ dans des endroits pre´cis du domaine, alors que des observations indirectes
proviendront de mesures satellitaires micro-ondes qui sont lie´es a` la salinite´ de surface. Dans ce cas H
repre´sentera la relation entre les radiances micro-onde et la salinite´.
La partie observation est souvent laisse´e de coˆte´ lorsqu’on dessine une me´thode d’assimilation de
donne´es. La mise en pratique dans un cadre re´aliste ou pis encore ope´rationnel montre pourtant qu’il s’agit
d’un e´le´ment crucial et de´licat. En effet, Lorsqu’il s’agit d’assimiler de vraies observations, une partie des
algorithmes d’assimilation qui semblait aise´e : le calcul de ‖H(x)− y‖2O peut s’ave´rer difficile. Le premier
proble`me e´tant bien entendu la possibilite´ d’observations farfelues (une tempe´rature de 30˚ dans l’oce´an
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FIGURE 2.1: Observations en tempe´rature pour 10 jours de mars 1993. Les losanges sont des boue´es ancre´es
et les croix des sondes XBT
Arctique, une ligne XBT naviguant a` 300 km/h, un flotteur au milieu du Sahara, ...) ou douteuses (un ins-
trument en de´saccord avec les mesures e´quivalentes a` proximite´). Celles-ci peuvent eˆtre e´carte´es au moyen
d’un controˆle de qualite´ a priori (Ingleby and Huddleston (2007)) mais au prix d’une inge´nierie complexe.
Plus de´licat est le proble`me engendre´ par la disparite´ de la distribution spatiale des observations (cf
Fig 2.1) qui peut engendrer une de´stabilisation du syste`me d’analyse. Paradoxalement, c’est plutoˆt une sur-
observation d’un domaine qui risque le plus de poser proble`me. Ceci vient principalement de la mauvaise
spe´cification des erreurs d’observations et principalement de l’hypothe`se de non corre´lation des erreurs des
diverses mesures couramment admise pour des raisons e´videntes de simplification (R est diagonale dans ce
cas la`). Si on peut discuter de la validite´ de cette hypothe`se pour les erreurs de mesures elle meˆmes, elle
est de toute e´vidence invalide pour les erreurs dites de repre´sentativite´ (phe´nome`nes observables mais non
repre´sente´s par le mode`le en raison d’erreurs de discre´tisation ou de physique manquante). Les solutions
le plus commune´ment employe´es sont alors le “thinning” (sous-e´chantillonage des observations) ou le “su-
perobbing” (moyenne ponde´re´e d’un groupe d’observations pour cre´er une “super” observation qui va les
remplacer, (Smith et al., 1991)) ou pis encore, la diminution globale du poids des observations, mais ces
solutions s’apparentent plus a` du bricolage et un travail plus approfondi sur les spe´cification des statistiques
serait pre´fe´rable, meˆme pour des observations ponctuelles.
L’e´volution dans le temps du re´seau d’observation peut e´galement causer soucis au malheureux concep-
teur d’un syste`me d’assimilation ope´rationnel. On peut voir, par exemple, sur les Fig 2.1 et Fig 2.2 l’e´volution
du re´seau in situ oce´anographique entre 1993 et 2011 avec l’apparition des flotteurs Argo et la quasi dispari-
tion des sondes XBT lance´es par les navires d’opportunite´s. Historiquement, l’oce´an a e´te´ assez peu observe´
(surtout dans l’he´misphe`re sud), et principalement par des mesures de tempe´rature, meˆme si les diffe´rents
re´seaux d’observations pouvaient avoir un impact diffe´rent (Vidard et al. (2007); Balmaseda et al. (2007a)).
Cet aspect monovarie´ des observations rendait la mise en œuvre des me´thodes d’assimilation facilite´e (pas
force´ment la qualite´ de l’analyse), la donne a change´e avec l’apparition des donne´es satellitaires au de´but des
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FIGURE 2.2: Observations en tempe´rature pour 10 jours en juillet 2011. Les triangles rouges sont les boue´es
ancre´es, les croix noires sont les sondes XBT et les losanges bleus sont les flotteurs Argo
anne´es 1990 et de l’ajout presque syste´matique de donne´es de salinite´ au de´but des anne´es 2000. L’introduc-
tion brutale de certaines donne´es nombreuses comme par exemple les observations altime´triques satellitaires
en 1993 (Fig 2.3) ou les boue´es ancre´es TRITON au de´but des anne´es 2000 peuvent, si l’on n’y prend garde,
de´stabiliser le syste`me et meˆme une introduction graduelle comme celle des flotteurs Argo peut rendre cer-
taines hypothe`ses sur les statistiques d’erreur caduques. Ces variations doivent particulie`rement eˆtre prise
en compte dans le cas d’une longue re´analyse ou` la cohe´rence temporelle est importante (Balmaseda et al.,
2008, 2007c).
Le controˆle de qualite´ des observations est un travail de´licat d’inge´nierie qui peut parfois s’apparenter
a` du bricolage, il existe cependant des approches plus solides (et comple´mentaires) base´es sur l’exclusion
ou la re´duction de l’influence des observations ne satisfaisant pas aux hypothe`ses statistiques pre´suppose´es
(Ingleby and Lorenc, 1993; Andersson and Ja¨rvinen, 1999)). Meˆme si l’on fait fi des proble`mes d’observa-
tion trop ou pas assez nombreuses ou de qualite´ de´plorable, on peut se retrouver confronte´ a` deux types de
proble`mes plus fondamentaux : 1- le lien entre les variables d’e´tat du mode`le peut-eˆtre tre`s indirect et 2- les
erreurs associe´es a` certains types d’observations sont mal connues, difficiles a` spe´cifier et/ou ne satisfaisant
pas aux hypothe`ses de non corre´lation.
Pour illustrer une partie des difficulte´s qui ont e´te´ e´voque´es dans ce pre´ambule, ce chapitre se divise en
trois sections qui pre´sentent deux types de donne´es particulie`res sur lesquelles j’ai e´te´ amene´ a` travailler :
- les donne´es altime´triques, cette section re´sume les difficulte´s inhe´rente a` ce type de donne´es qui est de´ja`
largement utilise´ et dont l’utilisation semble pourtant directe. Ces conside´rations sont principalement issus
des travaux effectue´s avec Magdalena Balmaseda et David Anderson dans le cadre du de´veloppement du
syste`me III de pre´vision saisonnie`re de l’ECMWF et re´sume´s dans les articles Vidard et al. (2009a); Bal-
maseda et al. (2008). - Les donne´es de type image. Cette section tire parti des travaux effectue´s dans le
cadre des travaux de doctorat d’Innocent Souopgui et Vincent Chabot et de post-doctorat d’Olivier Titaud
(Souopgui (2010); Titaud et al. (2010)) que j’ai eu le plaisir de co-encadrer.
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106 SATELLITE ALTIMETRY AND EARTH SCIENCES 
F I G U R E  62 The ground tracks over the North Atlantic Ocean for the T/P 10-day 
exact repeat orbit configuration. The top panel shows the ground track pattern for the 
full 10-day repeat period. The middle panel shows the ground track pattern during a 
3-day period, with solid, dashed, and dotted lines corresponding, respectively, to the 
first, second, and third day of the orbit repeat period. Note the westward shift of a 1-day 
subcycle. The bottom panel shows the ground-track pattern during a 9-day period, with 
solid, dashed, and dotted lines corresponding, respectively, to days 1-3, days 4-6 and 
days 7-9 of the orbit repeat period. Note the eastward shift of a 3-day subcycle. 
FIGURE 2.3: Data coverage altimetry in the North Atlantic, 10 days of Topex/Poseidon. (source Fu and
Cazenave (2001))
2.1 Donne´es altime´triques
2.1.1 Topographie Dynamique Moyenne
Les mesures altime´triques par satellites donne une information sur la hauteur de la surface de la mer
(SSH) relative a` un ellipsoı¨de de re´fe´rence. Cet ellipsoı¨de n’a pas de signification physique particulie`re, une
mesure plus adapte´e serait par rapport au ge´oı¨de terrestre (la surface d’e´quigravite´) mais jusqu’a` re´cemment
les estimations du ge´oı¨de e´taient trop approximatives pour eˆtre utilise´es dans ce contexte. La hauteur de
la surface de la mer relative au ge´oı¨de est ge´ne´ralement appele´e hauteur dynamique (η, c’est l’influence
de l’e´tat actuel local de l’oce´an) et sa moyenne temporelle la hauteur dynamique moyenne (MDT). Pour
e´viter le besoin de ge´oı¨de, les mesures altime´tries e´taient donne´es en anomalies de hauteur de mer (SLA),
anomalie relative a` une hauteur moyenne (MSSH) mesure´e sur pe´riode de temps de plusieurs anne´es (tout
ceci est sche´matise´ dans la figure 2.4).
Les mode`les posse`dent ge´ne´ralement maintenant une surface libre η. Dans le monde du mode`le, le
ge´oı¨de est une sphe`re, de sorte que la SSH et η (et donc la MSSH et la MDT) sont e´quivalentes. Afin
de comparer le mode`le et les observations, on a besoin, soit de transformer η du mode`le en SLA, soit
de ramener la SLA observer a` une hauteur dynamique ηobs. Dans le premier cas il suffit de retrancher la
MDT (donc la MSSH) du mode`le, qui est aise´ment calculable, a` η. Cette MDT peut d’ailleurs contenir
des information provenant d’autres observations car elle peut eˆtre estime´e en moyennant la SSH d’une
se´rie temporelle provenant d’une analyse oce´anique assimilant, par exemple, les donne´es de tempe´rature
et salinite´. La deuxie`me approche requiert la connaissance d’une MDT observe´e. La premie`re approche
est plus facile a` mettre en œuvre, mais la seconde est pre´fe´rable puisqu’elle devrait permettre de corriger
e´galement l’e´tat moyen.
Avec le lancement de la mission gravime´trique CHAMP (Challenging Minisatellite Payload), GRACE
(Gravity Recovery And Clim te Experiment) et le plus haute re´solution GOCE (G avity Field and Steady-
State Ocean Circulation Explorer) notre connaissance du ge´oı¨de s’est grandement ame´liore´e, menant a` des
estimations de la MDT plus pre´cises, telles que celles fourni par la NASA (Tapley et al., 2003, Tap03) ou
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FIGURE 2.4: Decomposition of Sea Surface Height. (M)SSH: (Mean) Sea Surface Height. η: dynamic topo-
graphy. MDT: Mean Dynamic Topography. SLA: Sea Level Anomaly
par CLS (Rio and Hernandez, 2004, Rio5) 1. Ce dernier utilise e´galement des donne´es mare´graphiques et de
flotteurs in situ pour son estimation. La pre´cision de ces produits a encore augmente´ avec le lancement de la
mission GOCE. En the´orie, l’existence d’une MDT base´e sur les observations devrait permettre de corriger
l’e´tat moyen du mode`le, en effet, si la MDT utilise´e est issue du mode`le, seule la variabilite´ des spatiale et
temporelle incluse dans les anomalies altime´triques est assimile´e. Cependant, comme on va le voir dans la
suite, les choses ne sont pas si simples.
Plusieurs estime´s de la MDT peuvent diffe´rer d’une constante arbitraire. Par exemple, sur la surface qu’il
couvre (les tre`s hautes latitudes ne sont pas pre´sentes), la moyenne spatiale de Rio5 est 1,35m plus haute que
la MDT correspondante du mode`le, issu des re´analyses oce´aniques de l’ECMWF. L’ellipsoı¨de de re´fe´rence
e´tant arbitraire, il devrait suffire de rajouter un scalaire uniforme´ment une bonne fois pour toute. Choisir
cette correction telle que le moyenne spatiale des deux champs coı¨ncide n’est pas force´ment une bonne ide´e
e´tant donne´e qu’il y a de grandes diffe´rences a` certains endroits qui peuvent eˆtre dues a` des erreurs dans le
mode`le. Les inclure dans le calcul de la moyenne spatiale risquerait d’induire une de´gradation de l’analyse
dans certaines re´gions. Si ces re´gions sont d’importance pour l’application conside´re´e, comme l’ouest du
Pacifique pour la pre´vision saisonnie`re, alors l’utilisation d’une MDT base´e sur les observation aura e´te´
ne´faste. De plus, a` regarder les structures spatiales de ces diffe´rences (figure 2.5) il est clair que la fac¸on
de de´terminer cette correction n’est pas unique. En effet, la MDT Rio5 est plus basse dans le Pacifique
et plus haute dans l’Atlantique que celle issue du mode`le, ainsi tenter de la re´duire dans un des oce´ans
l’augmenterait dans l’autre. Il n’y a pas de moyen simple d’e´valuer l’e´quilibre optimal, et une erreur de
quelques centime`tres peut avoir un impact important sur la tempe´rature et la salinite´ de la colonne d’eau. De
plus en comparant Tap03 et Rio5 on s’aperc¸oit que l’incertitude sur ces produits est loin d’eˆtre ne´gligeable.
Ceci illustre le fait qu’il est de´licat d’utiliser une MDT base´e sur les observations dans un syste`me
qui a de´veloppe´ librement sa propre MDT et qu’il est important d’utiliser une me´thode plus sophistique´e,
probablement incluant un sche´ma de correction de biais (Vidard (2001), Lea et al. (2008), Balmaseda et al.
(2007b)). Une autre fac¸on de proce´der (qui n’est pas exclusive de la correction de biais) serait d’assimiler
les diffe´rences de MDT durant la pe´riode ante´rieure a` la pre´sence des donne´es altime´triques. On e´viterait
ainsi un saut lors de l’introduction de ces donne´es.
Dans une configuration Atlantique-Nord a` haute re´solution, Birol et al. (2005) ont montre´, en utilisant
une MDT provenant de donne´es GRACE, que cela permettait d’ame´liorer la repre´sentation des courants,
1. Il y a des produits plus re´cents, cf Maximenko et al. (2009) pour une revue de ceux ci
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FIGURE 2.5: -Haut : Diffe´rence entre Rio5 et une MDT issue du mode`le, -milieu : idem mais avec Tap03, -
bas : diffe´rence entre Rio5 et tap03.
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mais au prix d’une de´gradation du champ de tempe´rature. Castruccio et al. (2006), en utilisant un syste`me a`
plus basse re´solution, a semble-t-il trouve´ un impact be´ne´fique en utilisant les donne´es de GRACE. Cepen-
dant, bien que le mode`le fut global, ils ont seulement utilise´ la MDT provenant de GRACE dans la re´gion
du Pacifique tropical, sugge´rant par la meˆme qu’ils rencontraient le meˆme proble`me d’ajustement global.
Le choix fait dans Vidard et al. (2009a) et dans le system III de pre´vision saisonnie`re, fut de remplacer la
MDT estime´e par la MDT issue du mode`le, ce choix du renoncement e´tait sans doute judicieux a` l’e´poque,
compte tenue des contraintes de temps pour la mise en place d’un syste`me ope´rationnel et des rigidite´s tech-
niques de l’outil que nous utilisions, cependant il est e´vident que cela implique de jeter une partie importante
de l’information. l’e´cart entre les diffe´rentes MDT s’est conside´rablement re´duite et l’estimation des statis-
tiques d’erreurs de celles-ci s’est affine´e (Maximenko et al 2009), ce nonobstant, reste l’inade´quation de la
MDT du mode`le avant assimilation qui peut causer une correction forte de`s que les donne´es d’altime´trie
commencent a` eˆtre assimile´es. ces erreurs de MDT restent de toute manie`re un biais dans le syste`me, qui
peut eˆtre pris en compte, en se basant sur des me´thodes similaires a` celles du controˆle d’erreur mode`le
syste´matique pre´sente´es section 1.3. Il s’agit en effet de conside´rer cette incertitude sur la MDT comme un
biais des observations et de controˆler ce dernier. Cette approche avait e´te´ propose´e comme extension des
mes travaux de the`se sur l’erreur de mode`le dans la dernie`re section de celle ci (Vidard (2001)), comme
personne ne m’e´coute, ce n’est que plus re´cemment qu’elle a e´te´ re-propose´e et mise en pratique par Lea
et al. (2008) et Storto et al. (2011), ou Dee and Uppala (2009) pour un proble`me similaire en me´te´orologie.
Elle consiste donc, pour une me´thode de type variationnelle (mais une approche similaire peut eˆtre de´rive´e
pour des me´thodes de type filtrage) a` controˆler un terme supple´mentaire b se situant dans l’espace de la
MDT du mode`le et a` rajouter un terme dans la fonction couˆt pe´nalisant l’e´cart de ce nouveau terme de
controˆle a` une estimation bb a priori, issue par exemple d’une estimation pre´ce´dente ou de la diffe´rence
entre la MDT du mode`le et une MDT observe´e. Ce nouveau terme peut e´videmment eˆtre ponde´re´ par des
statistiques d’erreurs sur le MDT, obtenues a` partir des diffe´rentes estimations disponibles de cette MDT.
J(x0,b) =
1
2
∫ T
0
‖ y(t)−H[x+ b] ‖2O dt+
1
2
‖ x0 − xb ‖2X +
1
2
‖ b− bb ‖2B (2.3)
2.1.2 Tendance haussie`re du niveau de la mer
Une autre difficulte´, plus due cette fois aux limitations du mode`le et a` la me´connaissance de certains
forc¸ages est cause´e par l’e´le´vation observe´e du niveau global de la mer, comme repre´sente´ figure 2.6. Si
localement, des changements durables de niveau de l’oce´an peuvent venir de phe´nome`ne divers comme des
changements dans les vents dominants, (cf Verlaan and Heemink (2001) par exemple), au niveau de l’oce´an
global il sont directement lie´s au changement climatique. Il y a deux facteurs expliquant cette e´le´vation du
niveau global des oce´ans : l’expansion thermique (effet ste´rique) et la fonte des glaces continentale (apport
d’eau douce).
Les changements ”ste´riques” du niveau de l’eau sont cause´s par des changements de densite´ de la co-
lonne d’eau impliquant une expansion ou une contraction de cette colonne. Ils sont principalement produits
d’un re´chauffement/refroidissement de la surface, et dans une moindre mesure des effets non line´aires de
l’e´quation d’e´tat. Les mode`les non Bousinesq contiennent tous les processus oce´aniques qui peuvent agir
sur le niveau de l’oce´an, en particulier ils contiennent cet effet ste´rique. Par contraste, les mode`les faisant
l’approximation de Boussinesq, comme c’est le cas de NEMO, conservent le volume d’eau, plutoˆt que la
masse et ainsi ne peuvent repre´senter correctement ces expansions/contractions. L’effet ste´rique n’est ainsi
pas repre´sente´ explicitement. Cette approximation n’induit pas une erreur significative dans la description de
la dynamique du mode`le (Greatbatch, 1994), a contrario, c’est un e´le´ment important quand on assimile les
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FIGURE 2.6: Se´rie temporelle du niveau global de la mer mesure´ par altime´trie (en me`tres)
donne´es altime´triques. En effet l’effet ste´rique est une composante importante dans le changement de niveau
des oce´ans. C’est encore plus vrai quand l’e´tude porte sur l’e´valuation des effets du changement climatique
sur le niveau des oce´ans. Heureusement, la contribution ste´rique aux variation de hauteur d’eau peut eˆtre
conside´re´e comme uniforme spatialement et peut donc eˆtre diagnostique´e au travers du budget en masse de
l’oce´an global. Dans Vidard et al. (2009a), la tendance haussie`re globale observe´e du niveau de l’oce´an est
soustraite en enlevant le niveau global moyen des cartes d’observation d’anomalies avant d’assimiler ces
dernie`res. Ensuite cette tendance est assimile´e se´pare´ment comme une correction uniforme au budget de
masse.
Les parts respectives dans la tendance haussie`re du niveau global de la mer dues a` l’expansion thermique
(effet ste´rique) et au variations de masse (flux d’eau douce) sont encore de´battues (Church and White (2006);
Balmaseda et al. (2007d)). En principe les re´analyses oce´aniques devraient pouvoir aider a` re´pondre a` cette
question. En effet, en combinant l’e´bauche avec les informations de sous surface, on devrait eˆtre en mesure
de calculer l’effet ste´rique. D’un autre coˆte´, en comparant la tendance dans le niveau global de la mer
observe´e avec la contribution ste´rique estime´e ci-avant, il sera possible de donner une estimation de la
composante due a` l’apport de masse.
2.1.3 Une nouvelle ge´ne´ration
L’exemple de l’altime´trie illustre que meˆme dans un cas relativement favorable (on assimile une quantite´
faisant partie des variables d’e´tat du mode`le), la mise en pratique peut s’ave´rer de´licate. Les contraintes
ope´rationnelles : ressources limite´es (surtout en oce´anographie) et impe´ratifs temporels ne permettent pas
de toujours mettre en place des solutions optimales, meˆme quand elles existent. C’est un aspect important
dans la relation acade´miques-ope´rationnels.
L’histoire de l’assimilation de l’altime´trie ne s’arreˆte pas la`, meˆme si le financement et la pe´rennisation
de tels instruments sont toujours incertains sur le long terme, de nouveaux satellites vont prochainement
eˆtre lance´s, soit en remplacement soit en addition de ceux en mission actuellement (Fig 2.7). Les donne´es
vont devenir plus nombreuses et de meilleur qualite´, en tirer le meilleur parti reste un de´fi. En particulier, un
nouveau type d’instrument a` large pinceau (120km), a` traces resserre´es (+/-10 km contre 100 actuellement)
et a` haute re´solution (20-60m) est pre´vu sur le satellite Surface Water and Ocean Topography (SWOT), ce
genre de donne´es requerra certainement un traitement diffe´rent, peut-eˆtre s’approchant plus de l’assimilation
40
!"# !$# %!# %&# %'# %(# %)# %*# %+# %"# %$# &!# &%# &&#
!"#$%&'()*+,-./0*
%1-123&2451*6-7389:;1*
*<#()=*!>;91*
<#()&*!>;91*
?1@.9()#6-19A03B%&*
C1,9A>*
D1E0*
F)3GF*
H6$()*B%&*)3IJ* H6$*B%&*
K3G)*
?1@.9(F*6-19A03B%&*
*+LM8%&'*+,-./0*
?1@.9(K*+,-./03B%&!
,-./01#2/3-# 456-17-7#2/3-# 89:;:.-7#<;;9:=-7#
>;-9?@10#
%094902(K!3D*
%094902(K=*+,-./0**
%N$'*6-19A03B%&*
?1@.9(!%*+,-./03B%&*
*%094902(K&*+,-./0*
A-;6#&!%!#
%%#
!.O/20O09E1-P*Q;@@;.9@*(*Q0:;,O*1AA,-1AP3<;R>0-*;9A2;914.9**
=-.1:(!.S0-1R0*Q;@@;.9*
"0T0-09A0*Q;@@;.9@*(*<;R>0-*1AA,-1AP3Q0:;,O*;9A2;914.9*
FIGURE 2.7
d’images (cf section suivante). En ce sens il ouvrira la voie a` une nouvelle re´volution (sans jeu de mot) pour
l’oce´anographie spatiale. Il ouvrira e´galement d’inte´ressantes possibilite´s pour les syste`mes de pre´vision
d’hydrologie terrestre et donc de nouveaux horizons pour l’assimilation de donne´es.
2.2 Assimilation d’images
Cette section est issue des notes du cours que j’ai donne´ a` l’e´cole d’e´te´ 2012 des Houches 2, il a e´te´
pre´pare´ en collaboration avec O. Titaud et se base sur nos travaux communs ainsi que des travaux de the`se
d’Innocent Souopgui et Vincent Chabot que j’ai eu le plaisir de co-encadrer (et ai toujours pour ce dernier)
avec F.-X. Le Dimet et M. Nodet respectivement, et ce dans le cadre des projets ADDISA et GeoFluids.
Ces notes ont e´te´ re´dige´es en anglais, d’ou` un changement temporaire de langue d’expression dans ce
manuscrit.
2.2.1 Motivations
Since the end of the seventies, many satellites have been launched to improve our knowledge of the
atmosphere and of the oceans by observing the Earth. The geostationary ones provide photographic images
of the earth system among other data. They provide sequences of such images that show the dynamical
evolution of certain meteorological or oceanic ”objects”: fronts, clouds, eddies, vortices, etc. Dynamics that
the human vision can easily detect in this kind of image sequence clearly has a strong predictive potential
2. http://houches2012.gforge.inria.fr/
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(Fig 2.8). This aspect is clearly favoured by the fact that these data, contrary to many other measurements,
are dense in space with a resolution close to one kilometre and in time with a full image every 15mn for
current METEOSAT satellites and every 10mn (and even every 2.5mn for Europe only) for the upcoming
third generation. It implies a huge amount of data which can be seen as an asset but also induce difficulties for
the assimilation system for coping with such amount of data. In practice only a tiny percentage (≈ 3− 5%)
of total satellite (from polar orbiting and geostationary) data are used in operational NWP systems and
images are only used through pseudo observation (see later) and given low confidence within the assimilation
systems. Considering the cost of the satellite observing systems (the cost of the launch of the Meteosat Third
Generation is estimated at around 2.5 billion Euros) and of the infrastructures required for the collect of the
data itself, improving their impact on forecasting systems is an important topic of research.
FIGURE 2.8: sequence of Meteosat images over Europe the 12th of june 2010 between 13:00 and 16:00
UTC (source Eumetsat)
The purpose of this section is therefore to present a brief introduction to image sequences assimilation
in a geophysical context. As said before, this is still a topic of research and only basic options are used in
operational systems. In relation, two classes of image assimilation techniques can be considered:
– Pseudo-Observation: an apparent velocity field is estimated from an image sequence using certain
image processing techniques. This estimated field can then be used as indirect observations in a clas-
sical assimilation scheme. This is what is currently done in a meteorological context (Schmetz et al.,
1993).
– Direct Image Assimilation (DIA): images or image sequences are assimilated through an appropriate
observation operator directly into the Data Assimilation System. This idea follows a general trend to
avoid pre-processing of observations before its assimilation. This is not yet used operationally and a
selection of possible metrics is presented.
Using images or image sequences together with numerical models may present several difficulties: First
the state variables of the numerical models (e.g. wind, temperature, pressure, humidity in atmosphere mo-
delling and current velocities, temperature, surface elevation, salinity in ocean modelling) are not directly
measured by satellites. What is observed is more or less linked to those variables by diagnostic equations
that will have to be included in the assimilation procedure. Moreover, the physical processes that are obser-
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ved are not always taken into account in the model (e.g. local convection in atmospheric modelling, ocean
colour in ocean modelling). These two aspects are not specific to images and may happen for other kinds of
observation as well but they are likely to be systematic in the case of image sequences.
More specifically, images are bidimensional informations whereas physical processes of geophysical
fluids are three-dimensional. From this point of view, a major difference between the ocean and the at-
mosphere comes from their radiative properties. In the first case images give informations about the ocean
surface whereas in the second case images integrate all the radiative profile of the observed atmosphere
column. Besides, certain meteorological structures (e.g. some kind of clouds) are located in specific layers.
Assimilating informations about the dynamical evolution of these structures needs additional informations
about the altitude of the observed processes (using temperature profile measurements for instance). When
the radiative properties of the ocean make the images give information about the ocean surface only (typi-
cally about a few centimetres, up to a few meters in some cases), the corresponding observed processes may
not be well depicted by the model. Additionally satellite Images can be of relatively poor quality, this is
mostly true for ocean surface images very often partially occulted by clouds. Moreover they are most of the
time composite images: it takes Meteosat 15 mn to take a whole image chunk after chunk and the surface
SST images come from polar orbiting satellites and could take a few days for full covering a given area (Fig
2.9). In a sequence, the luminosity of individual images in a sequence may vary according to the time of
the day and only apparent motion is observed that could lead to aliasing problems. Another specificity of
images is that, as for human vision, we can presume that the pertinent informations coming from an image
are mainly brought by its discontinuities or high gradients. Unfortunately, numerical models have a tendency
to smooth these discontinuities out.
FIGURE 2.9: Infra red composite image from Metop 21st of January 2008 (source Ifremer)
Finally, as aforementioned handling the massive amount of data included in an image sequence is parti-
cularly challenging
In order to tackle the above-mentioned difficulties, one has to carefully design the assimilation system.
It should be able despite these difficult conditions to extract from the observations the information about
the dynamics of the system. The difficulty in building such system lies in the adequate definition of the
observation space and the related metrics and consequently through the construction of the observation
operator.
2.2.2 Images: Level(s) of Interpretation
Before really considering the assimilation of images, let us better define what an image is in this context.
For the human eyes it is structured information, dense on the domain it covers; for a computer it is an array
of pixels and from a mathematical point of view... it can be many things.
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But basically an image is considered as a function of two variables
I : Ω ⊂ R× R → R
(x, y) 7→ f(x, y) (2.4)
whose definition can be of very different nature (see below)
Numerical raw images
The acquisition device converts the radiations coming from the observed scene into an electric signal
that is digitalised to form the raw image. A numerical raw image is an array of pixels whose values represent
the quantity of photons the corresponding photo-site received during the acquisition procedure. Raw images
pixels can then be considered as radiance measurements. However, from a mathematical point of view, an
image is commonly considered as a real valued function of two continuous real variables. This allows the
use of powerful mathematical tools developed by the image processing scientific community. A numerical
image is the discrete version of a mathematical one that is finally manipulated by computers.
Levels of interpretation
An image can be considered at different level of interpretation:
At the pixel level, an image of a fluid in motion is a digital instantaneous expression of the state of the
fluid through the radiation that it reflects (visible light) or emits (infrared light). It is then a snapshot of an
apparent state, which may involve other physical quantities than what the model simulates, like tracers (e.g.
Cloud cover and aerosols in the atmosphere, chlorophyll in the ocean). The radiances are generally not part
of the studied system and the dependence between this radiation and the state variables is not often trivial.
For instance, cloud cover is an intricate function of the state variable of meteorological models: clouds
reflectance and intrinsic infrared emission depend both on thermodynamics (temperature and humidity) and
on the micro-physical processes that occur inside the clouds (involving water, ice, snow and the size of the
particles). At this level, information contained in images is not structured and represents a huge amount of
data: typical satellite images are about 5000 × 5000 size, that is 25 millions of pixels. This number should
be multiplied by the number of frames in the observed sequence.
At the analysis level(s), an image is symbolically described by its contents, typically by the objects
and their characterisation (geometry, layout, etc.) that appear in the observed scene or on its mathematical
description (see further). This kind of interpretation is used for high-level vision problematics as motion
estimation, edge detection, pattern recognition, etc. The advantage of this level is that it may less depend
on the effective radiance emission and it allows emphasising on the structures the image contains (and even
their evolution in an image sequence) rather than the actual value of individual pixels.
A good illustration of these different levels of interpretation is the two images from two different MODIS
sensor shown in figure 2.10. At pixel level they represent two very different and somewhat independent
quantities of very different nature (Temperature and Chlorophyll) while at a higher level of interpretation,
both images give a similar kind of information about the dynamic of the system. Indeed, one can easily
notice the vortices and fronts that are present in the images.
Mathematical definition
There exist several mathematical definitions for images and it is not the aim of this section to describe
them all and only a small subset will be discussed in the following. They essentially depend on the way the
image needs to be processed. We can cite the multi-scale decomposition approach which comes from the
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FIGURE 2.10: Images over the Gulf Stream the 4th of August 2005 from Aqua satellite (MODIS radiometer).
Ocean Sea Surface Temperature (IR channel, left) and chlorophyll concentration (visible channel, right).
(Source : NASA)
signal processing theory (wavelet (Mallat, 1998) and the more recent curvelet (Cande`s and Donoho, 2003)
transforms). Another approach uses the Partial Differential Equation framework (Aubert and KornProbst,
2006) where the image is considered as a function of two variables verifying a PDE equation that depends on
the considered image-processing problem. Certain applications use a stochastic approach as well to define
images as a combination of an ”ideal” image (most often deterministic) and a random function (Geman and
Geman, 1984). For a good review of image analysis and the underlying mathematical definition, see (Chan
and Shen, 2005).
In the DA framework, the level of interpretation together with the mathematical definition of the image
may be represented by the image-type observation space and its corresponding observation operator (see
Section 2.2.4).
2.2.3 Current Use of Images in DA: Pseudo Observation
Sequences of images are widely available in meteorology, oceanography, hydrology, astrophysics, and
even medicine. Historically, they have been mainly used for a ”by eye” analysis from experts in these fields.
Yet, since the mid 80’s, research has been carried out to derive velocity fields from the sequences, with
applications for fluid dynamics mainly (and very recently for movie compression and medical applications).
One way to assimilate images is to use the velocity field derived from some image processing techniques as
pseudo-observation of the studied system. This class of Motion Estimator, directly based on image proces-
sing techniques, aims at estimating the velocity field that would “transport” one frame to another or one part
of the frame to the other frame.
There are several ways to extract a velocity field from a sequence of images. They are mainly working
on two successive frames, even though some extensions allow for the use of more frames at the same time.
Hereafter is a short list of the most common methods.
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Bogus
The simplest method to assimilate images is to detect specific features in the images and add or displace
them in the system. Historically both steps of this process were done manually by forecasters and modellers,
but recently some effort has been carried out to do the detection automatically, like for instance with the dry
intrusions that are important precursor of extreme event (see figure 2.11 and Michel and Bouttier (2006))
as well as for the assimilation itself e.g. with the use of pseudo observation of potential vorticity structures
Michel (2011).
FIGURE 2.11: Evolution of a dry intrusion (source Me´te´o-France)
Statistical methods
They were set up for Particle Image Velocities (PIV) and Particle Tracking Velocities (PTV) experiments
i.e. for lab experiments in fluid mechanics where particles are added to the fluid in order to follow the
flow (Adrian, 1991). In this kind of method two successive images are divided into small areas and cross-
correlation techniques can be used to match each individual areas of the first image with one of the second
image.
C =
∑
i,j(T1(i, j)− T¯1)(T2(i, j)− T¯2)
σT1σT2
(2.5)
with T1 and T2 represent the spatial distribution of grey values in the first and second image templates,
respectively. The T2 corresponding to the highest C is elected (if C is larger that a given threshold, typically
0.8).
It is then possible to create a velocity field that would transport all the areas of the first image to the
second one. They are easy to implement, but they can be quite expensive when the number of areas increases.
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Since the resulting velocity vectors are based on cross-correlating the intensity distributions over small areas
of the flow, the resulting velocity field is a spatially averaged representation of the actual velocity field. This
obviously has consequences for the accuracy of spatial derivatives of the velocity field, vorticity, and spatial
correlation functions that are often derived from PIV velocity fields. PIV methods will obviously not be able
to measure vertical velocities. These components might not only be missed, they can also induce errors in the
estimated horizontal velocity fields. There also exist Stereoscopic PIV, which uses two cameras to estimate
all three velocity components (if the observed media allows for it) but they are for obvious practical reason
only available for laboratory experiment for now.
This is the kind of method that is actually currently used in NWP to derive winds from the satellite
images from geostationary satellite (METEOSAT, GOES and GMS), with the so-called AMV (Atmospheric
Motion Vectors). The clouds are used in this process instead of the particles in classical PIV methods and
due to the peculiar nature of these tracers the images require two pre-processing steps prior to the wind
estimations. First, since the tracers (clouds) are not uniformly spread across the image one has to detect,
in each area, features of interest that would be tracked from one image to another with methods generally
based on the gradient of the images. A lot of quality control procedures are then applied to the selected
features to retain only those that will be traceable. For instance, the gradients have to be large enough, cover
a significant portion of the area, avoid areas more than two different gradient amplitude, ...
Second, images are 2D representations of a 3D system and therefore one has to allocate a height at
a given tracked feature (with the reasonable assumption that clouds will not move up and down between
two images). Historically (and still used as a fallback) the window channel brightness temperatures within
the target area were analysed, and a mean value for the coldest 20% of the sample was used to represent
the temperature at cloud top. This temperature was then compared to a numerical forecast of the vertical
temperature profile to arrive at the height of the cloud. More recently AMV producers use the so called CO2
Slicing where the ratio of the IR and CO2 absorption can be linked to the pressure at the location of the
observed feature or the H2O intercept that uses the fact that the radiances from a single-level cloud deck for
two spectral bands vary linearly with cloud amount. Both CO2 slicing and H2O intercept require a model
forecast for calibration. This step is an important source of errors in the derivation of AMVs, moreover these
errors are correlated with the model error since a model forecast is used in the processes. This last aspect is
an important breach of the common assumption of uncorrelated errors between model and observation that
is made by all the main data assimilation algorithms.
Once this is done PIV methods can be used to derive wind fields on several altitudes. In order to avoid
too much noise in the resulting wind field three images are used instead of two to derive 2 wind fields (from
image 1 to 2 and from a image 2 to 3) and only the sum of the resulting vectors that do not disagree are kept
for the final product. (a complete description of these processes can be found in Schmetz et al. (1993) and
Nieman et al. (1997)). Figure 2.12 represents the operational AMVs derived by Eumetsat using the infrared
image sequence showed in figure 2.8.
Due to their really indirect nature and the complexity of the pre and post processing, describing the errors
associated to such wind data is not straight forward, in particular they are correlated so complex observation
error covariance matrices have to be built or the errors have to be significantly inflated, and therefore it will
reduce their impact. Bormann et al. (2003) found statistically significant spatial error correlations on scales
up to about 800 km, and moreover they are strongly anisotropic.
Optical flow
Variational methods are probably more adapted to the treatment of the large image sequences available
in geophysics even though they are seldom used in practice. The most common one is usually called opti-
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FIGURE 2.12: Sequence of Meteosat’s derived Atmospheric Motion Vectors over Europe the 12th of june
2010 between 13:45 and 16:45 UTC (source Eumetsat)
cal flow. This classical approach in computer vision is based on the conservation of the global luminance
between two images (Horn and Schunck, 1981)and they aim at finding the velocity field w = (u, v) that
transport two successive images I1 and I2 one to another.
I1(x+ u(x, y), y + v(x, y)) = I0(x, y) (2.6)
A vector field satisfying this equation is not unique (aperture problem) and a strict conservation is not
realistic in general. So it is transformed into a minimisation problem:
J(v) =
1
2
∫
‖I1(x+ u(x, y), y + v(x, y))− I0(x, y)‖2dxdy + 1
2
αR(u, v) (2.7)
The choice of the regularisation term depends on the application field (Vigan et al. (2000) for oceanography,
Amodei and Benbourhim (1991) for wind field). A good review of possible R in available in Auroux and
Fehrenbach (2010) and some thoughts about preconditioning in Souopgui (2010). The advantage of such
method over PIV is that it can provide a denser velocity field for a fraction of the computing cost (see Figure
2.13) however the adjustment or the relative weight of the two terms of the cost function (i.e. the value of
the parameter α) and the choice of the regularisation term are far from trivial (Souopgui, 2010).
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are both colorant and particles inserted in the water flow in
this experiment, and several images are acquired at the
same time with different cameras in order to see mainly
either the colorant or the particles.
Figure 17 shows one image of the sequence that we
considered, and the identified displacement field by both
our approach and the PIV method. We use the same color
map as in Sect. 4.2: red/green/blue for correlations lower
than 33/66/100%.
As for colorant images, our method identifies much
more displacement vectors than the PIV, and moreover, we
obtain much more accurate vectors in the main vortex.
Also we can observe the presence of secondary vortices in
the top left of the image, which are badly identified by the
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Fig. 15 Identified velocity between images I0 and I1: longitudinal and transversal components on the left, velocity field on the right
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Fig. 17 From left to right one of the two particle images used for the identification process; identified velocity by our approach, and by the PIV
method
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FIGURE 2.13: From left to right: First original image, velocity field derived from optical flow, velocity field
derived from PIV. Blue, green and red: high, medium and low confidence respectively (from Auroux and
Fehrenbach (2010))
Once again this motion estimator is meant to be used for a pair of images, however as for statistical (but
in a more natural manner) it can be extended to use more frames altogether in order to improve consistency,
by adding a governing equation for v to the optimality system generating the pseudo observations.
As above, i assumes the cons rvation of light and the image pixels are tran ported from one image to
the other by the velocity field to be estimated. In rder to improve the temporal consistency of the estimated
velocities, this method requires a simple temporal evolution modelN . Along with the transport equation of
the pixels (2.7) it forms: 
∂I
∂t
+∇I · v = 0,
∂v
∂t
= N (v), I(0) = I0, v(0) = v0.
(2.8)
The pixel values of the images Iobs are then assimilated in the previous model using variational data assimi-
lation (see Section 2.1) where the control variable is the initial condition v0 of N .
J(v) =
1
2
m−1∑
i=1
∫
‖Ii(x+ u(x, y), y + v(x, y))− Ii−1(x, y)‖2dxdy + 1
2
αR(u, v) (2.9)
The advantage of this approach is that it takes into account all the images of the sequence at once and
therefore can cope with missing data on some of the frames. This has been applied, using a constant velocity
(N = 0) in (Korotaev et al., 2008) to derive ocean surface velocity fields from SST on the Black Sea.
Advantages and limitations of the pseudo-observation technique
The main advantage of such approach is simplicity; indeed, even though the algorithm use to produce
pseudo velocity observations may be sophisticated, the use of the pseudo observation in an already existing
DA scheme is relatively straightforward. There is no issue of differentiation and no heavy development is
generally needed since this processing is done off-line.
However, despite their relative simplicity for implementation and their rapidity, pseudo-observation
techniques based on motion estimation may suffer from some limitations. First, a frame-to-frame motion
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estimator does not take into account a sequence of more than two images. Due to the lack of consistency
in time, it cannot capture the dynamical evolution of the image during the entire assimilation window. One
of the consequences is that it cannot deal with missing data, which can be quite frequent in some of the
applications targeted here. Missing data can be due to a glitch in the observing system or an obstacle (e.g.
clouds). Solving 2.9 may mitigate this disadvantage, yet the modelN of the temporal evolution of the velo-
city only depends on v and therefore is likely to be a somewhat poor representation of the real behaviour of
the velocity.
Neither of these two techniques takes into account physical information about the underlying physical
processes observed in the images. Furthermore some assumptions like the conservation of the luminance
are clearly not valid for fluid flow images showing broken up structures. Finally, velocity fields obtained
through the pseudo-observation approach are apparent velocities that can be quite different from the actual
velocities. For instance, the absence of a tracer in a subset of an image sequence will lead to null apparent
velocities in that area. Such techniques then need to provide error maps to account for this kind of error in the
interpretation of the observation. Therefore, the definition of the observation operators and the specification
of the corresponding observation error matrices are likely to be a difficult task Bormann et al. (2003).
For all these reason an important research effort is being carried out on that topic in order to define
a methodology direct image data assimilation that would combine the information coming from image
sequences and the ones coming from the numerical model, a-priori knowledge and classical observations in
a more consistent way (e.g. without the need of pseudo observations).
2.2.4 Direct Assimilation of Images
If one wants to avoid going through the pseudo observation route the main difficulty is to define a way
of measuring the discrepancy between the model outputs and the images. That is to define the observation
space I and the associated distance dI : I × I → R, and the observation operator H : X → I. There are
many ways to define this triplet from very basic to highly sophisticated. For instance, to define I we could
consider
1. Frequency characteristics: in that case, I is the image space of a multi-scale transformation such as
wavelet and curvelet transforms. This approach is interesting for its well-known efficiency in data
compression, denoising and edge extraction.
2. Geometric characteristics: certain image analysis techniques can detect certain geometrical features
in the image (e.g. by means of active contours). This feature may take the form of a parametrised
curve in R2 which could be assimilated as Lagrangian observation. This approach will necessitate
high-level image analysis.
3. Qualitative characteristics: in geophysics, there are several recognisable structures connected to phy-
sical phenomena (e.g. cyclone, front, etc.). We could define I as a dictionary of such couples obser-
vable structure / physical phenomenon. More specifically in meteorology, clouds may give informa-
tion about the flow or the physical processes where they are located. For instance, the particular shape
of the stratus clouds is due to a stratified flow whereas cumulo-nimbuses are known to involve strong
convective processes.
In order to choose the above-defined triplet, one may start from the observation operator. HI has to
extracts structures from model state variables (possibly in a differentiable manner) and this can be done,
either by creating a synthetic image from the model output and then perform the same extraction on both
observed image and synthetic image in order to define the observation space and its associated distance, or
by directly extracting these structure from the model output.
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In the following two examples of such definition are presented, one using the synthetic observations
route, the second directly extracting dynamical features from the model output and matching them to the
one from the images.
Synthetic images and multi-scale transform
Features in geophysical images such as eddies or filaments may correspond to tracers in the observed
system. A tracer can be defined as any quantity that is transported by the fluid flow. For instance, potential
vorticity, temperature, salinity can be considered as atmospheric and ocean tracers. Modelling and simula-
ting their evolution from the model state variables may help to define the Structures Observation operator.
Indeed, we may use their description maps (e.g. concentration maps) as a Synthetic Image Sequence from
which comparison with images (in a sense that remain to be defined) can be performed.
In other words, if q is the tracer concentration, one can model its evolution by transporting it through
the model velocity field using a standard transport equation:
∂q
∂t
+∇q.u = 0 (2.10)
where u is the model velocity. This allow to produce a field that will be comparable to observation from
the model output; once again, as for optical flow, this equation can be different, depending on the observed
quantity. This way of proceeding requires the availability of the initial tracer field. It can be done thanks
to an image at the beginning of the time period, but it cannot cope with missing data. Alternatively, one
can augment the state vector with the concentration q and control its initial condition (or filter its trajectory
depending on the assimilation scheme) along with the state vector’s.
Yet certain features of interest in geophysical fluid images do not correspond to any tracers (such as
waves or dry intrusions in atmosphere images). In that case, other techniques should be developed to extract
structures from model outputs without synthetic image sequence production.
From this observation operator there are plenty of possible choices for the observation space. The sim-
plest of them being L2 with the classical norm: d2(x, I) = ‖H(x−I‖2L2 . In the discrete case, it means com-
paring the synthetic image (H(x)) to the observed one, pixel by pixel independently. Papadakis and Memin
(2008) showed that assimilating pixel levels directly gives a better result than using an optical flow-based
pseudo-observation approach. Also in Corpetti et al. (2009) such formalism is used to assimilate images of
pressure differences into a three-layer simplified atmospheric model. Nevertheless, we could point out two
possible limitations of the use of pixel level for realistic applications in geophysics: first for large images,
the number of observation will become enormous (one per pixel) making difficult any assimilation, second
it cannot differentiate errors in placement with error in amplitude of the observed/simulated features.
This was the motivation for the approach proposed in Souopgui (2010); Titaud et al. (2010) and based on
a multi-scale decomposition of both synthetic and observed image. In the present case a curvlet transformed
was used, but similar results can be obtained using other multi scale decomposition like wavelet for instance.
It actually uses the fact that any image can be decomposed as:
I = C(I) ≡
∑
j,k,l
〈ϕj,k,l, I〉ϕj,k,l, (2.11)
where (ϕj,k,l)j,k,l are the elements of the curvelet frame. The inner product 〈., .〉 is the usual L2(R2) one.
The curvelet transform is a linear isometry and then its adjoint is given by the inverse transformation (re-
construction). This is a convenient feature for practical use in variational data assimilation framework. A
threshold T is then applied to this decomposition (only a subset of (i, j, k) terms are kept) in order to extract
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(a) Original image (b) Strong threshold (c) Strong scale by scale threshold
FIGURE 2.14: Original image (2.14a) and its curvelet / threshold / reconstruction product for a strong thre-
shold applied to all the coefficients (2.14b) or independently scale by scale (2.14c) both retaining 10% of
the coefficients in the curvet frame
the dominant features of the images. Figure 2.14 shows the effect of two different thresholding techniques
on the reconstruction of a cloud image. The observation becomes:
y = T ◦ C(I) (2.12)
In order to compare with the model, the same transformation is applied to the synthetic image obtained from
the model output
H(x) = T ◦ C(q) (2.13)
with q linked to x by equation 2.10. Then we can define a semi norm on I from the term-by-term product
of the curvet coefficients that survived the threshold function.
The choice of the threshold T is of crucial importance as shown in Souopgui (2010) and illustrated by the
figure 2.15, which compare the velocity file obtained by direct image assimilation in a shallow water model
of images coming from a laboratory experiment performed at the CORIOLIS turntable (as a watermark
behind the vector field). This example emphasises on the robustness of the multi scale approach to noise on
the data. The L2 norm (2.15a) gives a noisy result with numerous small displacements, which are actually
artefacts of the bad quality of the observation images. On the contrary a hard threshold (2.15b, where all the
curvet coefficient below a given threshold are discarded) will have the tendency to underestimate the velocity
field, while using a finer threshold (2.15c where a strong threshold is applied scale by scale independently),
retaining the same number of coefficients will lead to a better reconstruction of the isolated vortex, with
the right amplitude and without the unwanted small currents. It has to be noted that the convergence of the
minimisation using the L2 comparison tends to be much slower than that of the curvelet based comparison.
This is due to the larger amount of observation (number of pixels vs number of curvelet coefficients) and to
the stronger correlation between the pixels of a same image. This leads to the degradation of the conditioning
of the minimisation problem (Haben et al., 2011). For longer assimilation windows, the L2 norm based
approach does not even converge whole the truncated curvelet based one still manage to find a minimum.
These results are obtained using images of a relatively modest size (256× 256), this problem is likely to be
amplified when switching to Meteosat-type images (5000× 5000).
Moreover, the use of the pixel level may then lead to some increase in the representativity error. Note that
small-scale structures may be the consequence of meso-scale dynamical processes. This is particularly true
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for mixing tracer processes where spirals and filaments may come from the variability of meso-scale velocity
field as it is clearly shown in Lehahn et al. (2007). In a pixel basis, those filaments are not represented as
coherent structures while another mathematical modelling could avoid this problem.
Compared to the classical L2 norm, the use of higher level of interpretation reduces significantly the size
of the observation vector (typically only a few percent of the coefficients are kept). Additionally it tends to
filter out small scales that cannot be represented by the model anyway.
(a) Using an L2 norm (b) Curvelet-based, hard threshold
(c) Curvelet based, scale by scale hard threshold
FIGURE 2.15: Initial velocity field reconstructed by direct assimilation of a real image sequence using dif-
ferent observation operators and norms.
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Observation operators based on Lagragian Coherent Structures
Using a Synthetic Image Sequence to define a Structure Observation may be difficult because numerical
advection schemes are known to smooth discontinuities out. This drawback may lead to representativeness
error: observation model may not be able to represent observed image patterns. To overcome this problem,
Titaud et al. (2011) suggest to define observation operators based on the computation of Lagrangian coherent
structures of the fluid.
Lagrangian Coherent Structures (LCS) delimit regions of whirls, stretching, or contraction of tracer (Ot-
tino, 1989). This concept is well defined for time-independent dynamic systems, where they simply corres-
pond to stable and unstable manifolds of hyperbolic trajectories (Wiggins, 1992): contraction is observed
along stable manifolds whereas unstable manifolds correspond to divergent directions along which the tracer
is stretched. This concept was generalised for flows with general time dependence (particularly geophysical
flows) (Haller and Yuan, 2000; Haller, 2011) and they are usually identified in a practical manner as maxi-
mising ridges of so called backward Finite-Time Lyapunov Exponents (FTLE) field (Haller, 2000, 2001,
2002; Shadden et al., 2005; Mathur et al., 2007). Let x(t) = x(t;x0, t0) be the position of a Lagrangian
particle at time t, started at x0 at t = t0 and advected by the time-dependent fluid flow u(x, t), x ∈ Ω ⊂ R2,
t ∈ [t0, t0 + T ]. The forward FTLE σt0+Tt0 (x0) at is defined as
σt0+Tt0 (x0) =
1
|T | ln
√
λmax(∆), (2.14)
where λmax is the maximum eigenvalue of the Cauchy-Green strain tensor ∆ =
[
∇φt0+Tt0 (x0)
]∗ [∇φt0+Tt0 (x0)] ,
where φt0+Tt0 is the flow map of the lagrangian system. FTLE corresponds to the growth factor of the norm of
a perturbation started around x0 and transported by the flow after the finite advection time T . The associated
eigenvector ϕt0+Tt0 (x0) is referred to as the forward Finite-Time Lyapunov Vector (FTLV): it corresponds to
the direction of maximal stretching of the tracer. FTLE represents the rate of separation of initially neigh-
bouring particles over the finite-time window [t0, t0 + T ]. Backward FTLE-Vs are similarly defined, with
the time direction being inverted in the computation of the Lagrangian trajectory. For more details on the
practical computation of FTLE-V see e.g. Shadden et al. (2005, 2009) and Ott (1993) for any types of flows
and d’Ovidio et al. (2004) for oceanic flows. FTLE (FTLV) is a scalar (vector) that is computed at a gi-
ven location x0. Seeding a domain with particules initially located on a grid leads to the computation of
a discretised scalar (FTLE) and vector (FTLV) fields. Note that the FTLE-V naming may be misleading:
they are more like practical ways of computing singular vectors of the transport equation rather than actual
Llyapunov vectors (see chapter 3)
Backward FTLE fields show contours that correspond reasonably well to the main structures such as
filaments, fronts and spirals that appear in geophysical and bio-geochemical tracer fields (Beron-Vera and
Olascoaga, 2009; Shadden et al., 2009; Olascoaga et al., 2008, 2006). Figure 2.16 (top panels) shows the
contours of the FTLE field (2.14) over Sea Surface Temperature (SST) (left panel) and Mixed Layer Phyto-
plankton (MLP) (right panel). The FTLE field is shown in the bottom panel.
FTLE are computed from a sequence of mesoscale (1/4◦) time-dependent velocity fields filtered from a
high-resolution (1/54◦) idealised simulation of the North Atlantic Ocean (carried out by Le´vy et al. (2009)).
High resolution tracer fields SST and MLP come from the same simulation. Contours of FTLE matches quite
well the main patterns in the corresponding SST and MLP fields of this simulation. Lapeyre (2002) shows
that for a freely decaying 2D turbulence flow, the orientation of the gradient of a passive tracer converges
to that of backward FTLVs. Such alignment properties have also been observed for realistic oceanic flows
and tracers (d’Ovidio et al., 2009b). Figure 2.17 (bottom panel) shows the orientations of the backward
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(a) Contours of FTLE over Sea Surface Temperature (b) Contours of FTLE Phytoplankton
(c) Finite-Time Lyapunov Exponents field
FIGURE 2.16: Contours of Finite-Time Lyapunov Exponents over Sea Surface Temperature and Mixed
Layer phytoplancton. From a 1/54◦ North Atlantic Ocean simulation.
FTLV that correspond to the aforementioned FTLE contour field. Tracer gradients (left panel: SST; right
panel: MLP) also show similar orientations. These two properties (pattern matching between tracer and
FTLE scalar fields and tracer gradient orientation alignment with FTLV orientation) should be exploited in
a Direct Image Assimilation framework. Furthermore, Beron-Vera et al. (2010); Beron-Vera (2010) showed,
using real data, that these properties remain valid with a mesoscale advection, i.e. when the resolution of the
velocity field — from which FTLE-V are computed — is much lower than the resolution of the observed
tracer field. This behaviour was also mentioned using another Lagrangian tool (FSLE) by Lehahn et al.
(2007); d’Ovidio et al. (2009b). Our synthetic data exhibit the same behaviour: FTLE field of Figure 2.16
is computed from a mesoscale 1/4◦ velocity field on the same high-resolution (1/54◦) grid as that used
to compute the SST and MLP fields. This feature is crucial from both a practical and physical point of
view: first, velocity fields obtained from ocean global circulation models do not often provide more than
mesoscale information, whereas tracer images contain submesoscale information; second, FTLE-V may be
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used to quantify and characterise the link between scales.
(a) Sea Surface Temperature, gradient orientation (b) Phytoplankton, gradient orientation
(c) Finite-Time Lyapunov Vectors orientations
FIGURE 2.17: Orientations of Sea Surface Temperature and Mixed Layer phytoplancton gradient. Orienta-
tion of Finite-Time Lyapunov Vectors. From a 1/54◦ North Atlantic Ocean simulation.
Titaud et al. (2011) suggest constructing observation operators using information given by the compu-
tation of Lagrangian Coherent Structures. The main idea is to exploit the two aforementioned properties of
the FTLE-V to construct a triplet of direct assimilation of images:
– FTLE: the observation space I is defined as a space of contours. Backward FTLE is viewed as an
observation operator acting on the flow field u (subset of control variable) onto the image space I:
H[u] : Ω → R
x 7→ σt0+Tt0 (x).
(2.15)
– FTLV: the observation space is the space of function on R2 with values in the Euclidean unit sphere
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equipped with an angular distance. The observation operator is simply the FTLV field:
H[u] : Ω → R
x 7→ ϕt0+Tt0 (x).
(2.16)
For the moment, few studies exist about the use of this kind of operator in direct image assimilation.
In Titaud et al. (2011) a sensibility study proves the potential of this tool by showing that computation of
FTLE-V is sensitive (in the direct image assimilation framework) to small perturbations of the velocity field.
Figure 2.18 shows the variation of a sensitivity function (cost function) associated with the FTLE-V based
observation operators with respect to the amplitude of nine random perturbations applied to a reference
velocity field u. Variations clearly have a minimum at the reference state and exhibit a convex shape that
suggests a good situation for the inversion.
(a) SST: sensitivity of the FTLE-based observation ope-
rator
(b) SST: sensitivity of the FTLV-based observation ope-
rator
FIGURE 2.18: Variation of a sensitivity function (cost function) associated with the FTLE-V based obser-
vation operators with respect to the amplitude of nine random perturbations applied to a reference velocity
field u.
Even if not used in this description we also mention the Finite-Size Lyapunov Exponents (FSLE) (Aurell
et al., 1997; Artale et al., 1997) which is another Lagrangian tool that is commonly used in oceanographic
contexts for studying mixing processes (d’Ovidio et al., 2004, 2009a,b; Lehahn et al., 2007, and references
therein). In Gaultier et al. (2012) such FSLE field was used to reconstruct a ocean surface velocity field.
2.3 Conclusions et perspectives de ce chapitre
Comme on l’a vu au cours de ce chapitre, les proble´matiques souleve´es par les diffe´rents types d’ob-
servation peuvent eˆtre tre`s varie´es et l’assimilation de certaines d’entre elles peut se re´ve´ler tre`s de´licate,
meˆme pour des observations directes. On n’a cite´ ici que deux exemples, mais d’autres types d’observa-
tion pre´sents ou futurs posent d’inte´ressants proble`mes lorsqu’il s’agit de les assimiler. On peut ajouter a`
la varie´te´s d’observations issues des satellites dont on a e´voque´ une partie dans ce chapitre, par exemple la
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tomographie (Liu, 1995) qui fournit une observation inte´gre´e en espace, ou l’assimilation d’estimations de
transport a` travers une section oce´anique (Stepanov et al., 2012), ou encore celle de positions lagrangiennes
des flotteurs (Nodet, 2006, 2009; Vernieres et al., 2011) qui demandent d’ajouter un mode`le de transport
dans l’ope´rateur d’observation et/ou d’augmenter le vecteur de controˆle. Ce dernier type d’observation a
d’ailleurs e´te´ inclus dans les syste`me NEMOVAR dans le cadre de VODA (Chauvin et al., 2011). Cette liste
n’est bien entendu pas exhaustive et nombre d’autres observations plus ou moins exotiques sont disponibles
et ne demandent qu’a` eˆtre assimile´es.
Un aspect important, souvent ignore´ par les assimilateur, et que l’on a e´voque´ a` plusieurs reprise dans les
deux premiers chapitre est la corre´lation des erreurs d’observation entre elles. Si la pre´sence de celles ci est
e´vidente pour des observations de type satellite ou encore plus image, elle est e´galement vraisemblable sur
les donne´es in situ. Cela peut-eˆtre du fait des instruments eu meˆme, comme pour les profileurs XBT dont les
incertitudes sur la vitesse de descente affectent l’ensemble des donne´es de fac¸on similaire. Une autre source
est l’erreur de repre´sentativite´ (le mode`le ne peut repre´senter les phe´nome`nes observe´s), qui potentiellement
affecte tout type de donne´e et peut repre´senter la majeure partie de l’erreur. Pour ge´rer cette dernie`re on
augmente ge´ne´ralement la variance des erreurs d’observation de fac¸on artificielle et dans le meilleur des
cas en e´valuant cette augmentation empiriquement. Richman et al. (2005) a propose´ une approche plus
syste´matique visant a` projeter l’e´cart aux observation dans un sous espace dans lequel il n’y a plus d’erreur
de repre´sentativite´. Ces re´sultas sont pre´liminaires, mais la piste semble eˆtre inte´ressante.
Outre ces aspects de repre´sentation des erreurs d’observation, il me semble important de continuer a` ex-
plorer la voie de l’assimilation d’image. Ici les pistes sont nombreuses et il est difficile de savoir laquelle ou
lesquelles seront les plus prometteuses. Un gros travail sur la de´finition de l’espace image et de la distance
associe´ est en cours dans notre e´quipe et ce dans plusieurs directions distinctes. Sans entrer dans les de´tails,
on peut citer l’exploration d’autres de´composition multi-e´chelles comme les ondelettes, par exemple, l’uti-
lisation de curvelettes 3D (2D+temps) afin d’obtenir une meilleurs cohe´rence temporelle Ma et al. (2008);
Toye Mahamadou Kele (2009), des distances base´es sur l’orientation des gradients de l’image (Papadakis
and Chabot, en pre´paration) ou base´es sur du transport optimal... beaucoup de travail en perspective.
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Chapitre 3
DES MODE`LES INCOMPRIS
Si dans un syste`me de pre´vision il sera toujours ne´cessaire de proce´der a` de l’assimilation de donne´es
pour pre´venir la de´rive des mode`les (processus ignore´s, conditions aux limites mal connus, ...), il ne doit
pas eˆtre conside´re´ que cela est suffisant pour obtenir une bonne pre´vision et il est important de se consacrer
a` l’ame´lioration des mode`les (et pas seulement en augmentant la re´solution). Pour cela l’assimilation de
donne´es ou les outils issus de celle-ci peuvent eˆtre d’une grande aide. Ces outils, meˆme les plus simples
sont assez peu utilise´s pour l’oce´anographie de fac¸on syste´matique (c’est moins vrai pour l’atmosphe`re).
De mon point de vue, cette partie est plutoˆt prospective avec toutefois quelques re´sultats pre´liminaires sur
les aspects les plus simples. Cette prospective est amplement motive´e par les efforts que j’ai de´ploye´ ces
dernie`res anne´es, notamment durant le projet VODA, afin de baˆtir les mode`les tangent et adjoint (TAM) de
NEMO tout en proposant une strate´gie pour pe´renniser ces outils (Vidard et al., 2009b, 2012). L’objectif
initial de ces travaux e´tait de participer au de´veloppement de NEMOVAR une plateforme d’assimilation
variationnelle pour NEMO. Cet objectif a e´te´ atteint, NEMOVAR e´tant devenu le syste`me ope´rationnel
des analyse oce´aniques a` l’ECMWF et au Met-Office du Royaume-Uni (dans sa version 3D-Fgat) et que
NEMOTAM est de´sormais mis a` disposition de la communaute´ scientifique. Cependant, un argument pour
soutenir ce pour de´veloppement e´tait de mettre en e´vidence les multiples autres applications possibles des
TAM.
Dans ce chapitre on se propose donc de pre´senter un panorama de ces me´thodes qui, a` l’interface
des me´thodes d’assimilation de donne´es permettent une meilleur compre´hension du fonctionnement des
mode`les et devraient permettre leur ame´lioration et/ou leur validation. Certaines sont de´ja` connue, bien que
peu utilise´es pour les proble`mes d’oce´an ou d’atmosphe`re, d’autres proviennent de domaines applicatifs
bien diffe´rents et doivent donc eˆtre adapte´s aux spe´cificite´s des proble`mes qui nous inte´ressent.
3.1 E´tude de l’incre´ment d’analyse
Un des premiers enseignements sur le comportement d’un mode`le que l’on peut obtenir directement
graˆce aux outils d’assimilation peut provenir de l’e´tude des se´ries temporelles des incre´ments d’analyse
eux meˆme. En effet l’existence de structures re´currentes dans ces se´ries (en gros on corrige toujours la
meˆme chose au meˆme endroit, dans la meˆme direction) peut mettre en e´vidence des dysfonctionnements
du mode`le. Il faut cependant prendre garde a` ne pas tirer de conclusions trop haˆtives, ces artefacts pouvant
eˆtre ge´ne´re´s par l’assimilation elle meˆme. Une belle illustration simultane´e de ces deux aspects peut eˆtre
trouve´ dans nos travaux sur l’e´laboration du nouveau syste`me d’analyse oce´anique de l’ECMWF (Balma-
seda et al., 2008) dont est tire´ la figure 3.1. Celle ci pre´sente le meˆme diagnostic sur l’ancien (ORA-S2) et le
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every assimilation cycle with the changes in ocean
analysis steric height (!"s). The residual,
!"m # !" $ !"s, %14&
is applied as a freshwater flux, uniform in space. The
partition between volume change and mass change is
valuable information, since it can help to close the
freshwater budget over the oceans, although only in a
global sense.
5. Results
This section focuses on the impact of data assimila-
tion on the mean state and on the representation of
ocean currents, with an emphasis on the tropics. The
impact on climate variability and initialization of sea-
sonal forecasts is shown in Balmaseda et al. 2007(a,e).
A comparison with the previous operational system
(ORA-S2) is provided, together with a discussion of the
assimilation increment and bias correction. The impact
of data assimilation is then assessed by comparing the
ORA-S3 analyses with equivalent ocean analyses in
which no data have been assimilated. Everything else
(spinup, forcing fields, subsurface relaxation, the pre-
scribed additive component of the bias correction, and
the relaxation to SST) remains the same. In what fol-
lows we refer to this latter experiment as ORA-nobs.
a. Comparsion with ORA-S2
Figure 4 shows the equatorial section of the mean
temperature increment (Fig. 4a) and the mean vertical
velocity (Fig. 4b) for ORA-S3. For comparison, the cor-
responding figures for ORA-S2 are shown in Figs. 4c
and 4d. The resulting mean increment in ORA-S3 (Fig.
4a) is smaller than in ORA-S2 (Fig. 4c), and does not
show the pronounced dipolar structure. Although there
are several differences between ORA-S2 and ORA-S3,
Balmaseda et al. (2007c) show that the differences in
the assimilation increment along the equator are mainly
due to the pressure gradient bias correction, which no-
tably reduces the spurious vertical circulation present in
ORA-S2, as can be seen by comparing Figs. 4b and 4d.
In addition to reducing the mean assimilation incre-
ment, the bias correction also leads to a better analysis:
In ORA-S3 the fit to the data is better. Figure 5 shows
the vertical profiles of the mean difference between the
analyses and observations in the western (EQ3: 5°N–
5°S, 150°E–170°W) and eastern Pacific (Niño-3: 5°N–
5°S, 150°–90°W). Positive–negative differences are in-
dicative of a warm–cold bias. Both the warm bias in the
eastern Pacific and the cold bias in the western Pacific
in ORA-S2 have been significantly reduced in ORA-
S3, resulting in a stronger east–west slope of the ther-
mocline.
The velocity measurements from the TAO moorings
provide an independent dataset for the validation of
ocean analyses, since the currents have not been assimi-
lated in either ORA-S2 or ORA-S3. Figure 6 shows the
vertical profiles of the time correlation of the currents
in ORA-S2 (gray) and ORA-S3 (black) with the TAO
currents at different mooring locations. The better cor-
FIG. 4. Equatorial longitude–depth section of (a),(c) the mean temperature increment and (b),(d) the vertical velocity for ORA-S3
and ORA-S2, respectively. Contours are 2 ' 10$4 °C h$1 for the temperature increment and 0.2 m day$1 for the vertical velocity. The
zero contour is not plotted. The mean corresponds to the time average over the period 1987–2001.
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FIGURE 3.1: Section e´quatoriale longitude-profondeur de (a),(c) l’incre´ment moyen de tempe´rature et (b),(d)
la vitesse vertical pour les syste`mes ORA-S2 et ORA-S3 r sp ctivement sue la pe´riode 1987-2001.
nouveau (ORA-S3) sy te`me d’a similation de donne´es oce´an que, le mode`le e´tant le meˆme da s les deux as
(HOPE). Le nouveau syste`me produit (heureusement) de meilleurs re´sultats notamment e terme de proxi-
mite´ avec les donne´es alors que la comparaison des panneaux (a)-(b) avec (c)-(d) montre que l’incre´ment
moyen est plus petit. Le mode`le e´tant le meˆme ceci est plutoˆt bon signe et symptomatique d’un proble`me
dans le pre´ce´dent sche´ma d’assimilation. Cette de´ficience est mise en e´vidence par l’incre´ment positif en
tempe´rature dans l Pacifique Ouest (en gris clair sur le panneau (c)). Celui ci est associe´ a` une circulation
verticale inde´sirable qui e´tait provoque´ par un de´se´quilibre dans l’incre´ment calcule´ par ORA-S2. La circu-
lation induite par ce de´se´quilibre amenait des eaux des niveaux infe´rieurs plus froide en surface, le syste`me
d’assimilation re´agissait alors en re´chauffant cette zone pour mieux corr spondre aux donne´es. L’ ugmen-
tation de l’incre´m nt entrainait une circulation verticale non de´sire´e encore plus grande et ainsi de suite. En
revanche l’incre´ment ne´gatif re´siduel dans le Pacifique Est (panneau (a)) est lie´ a` une de´ficience connue du
mode`le dans le resserrement de la thermocline. Ce genre de diagnostic basique, produit direct du syste`me
d’assimilation, ne permet pas de diffe´rentier les de´faillances du mode`le ou du sche´ma d’assimilation, mais
permet au moins de se poser de bonnes questions et donne des pistes d’investigation pour ame´liorer l’en-
semble du syste`me de pre´vision. Ces pistes pourront ensuite eˆtre explore´es par des approches plus e´volue´es
comme celles pr´sente´es dans les sections suivantes.
3.2 Analyse de sensibilite´
Une des approches a` fort potentiel pour l’aide aux mode´lisateurs est ce que l’on regroupe sous le terme
d’Analyse de Sensibilite´. Il s’agit ici de quantifier comment une ou des sorties donne´es d’un syste`me donne´
est sensible a` des variations sur une ou des entre´es donne´es. Extraire ce genre d’information peut avoir plu-
sieurs inte´reˆts : (i) comprendre le syste`me en mettant en e´vidence les parame`tres importants; (ii) de´terminer
les effets sur le comportement du syste`me des variations de ces parame`tres; (iii) construire et optimiser
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ce syste`me; (iv) focaliser les ame´lioration du syste`me sur les parties les plus sensibles, .... Cela permet
e´galement, et c’est moins mis en e´vidence dans la litte´rature, de valider un mode`le. En effet une sensibilite´
inattendue devra permettre de remettre en cause soit le mode`le lui meˆme, soit les connaissances a priori
qu’on a sur le fonctionnement re´el du syste`me.
Il existe de nombreuses fac¸ons de faire de l’analyse de sensibilite´, la plus basique e´tant bien entendu de
choisir un parame`tre et de faire plusieurs simulations identiques en ne faisant varier que ce parame`tre. Si
cette approche est peu couˆteuse et tre`s facile a` mettre en place, on comprendra aise´ment qu’elle ne permet
pas de conclure en raison de la faible exploration de l’espace du parame`tre. Cette pratique a e´te´ ame´liore´e
pour cre´er ce qu’on appelle les me´thodes OAT (One At a Time) qui conservent les estimations de chaque
parame`tre individuellement mais proposent une exploration plus syste´matique de l’espace des parame`tres,
comme c’est le cas de la me´thode de Morris (1991).
On peut classer les me´thodes d’analyse de sensibilite´ en deux grandes classes : les me´thodes globales
et les me´thodes locales. Les premie`res e´tant en ge´ne´rale stochastiques et les secondes de´terministes. On
se retrouve donc, comme c’e´tait le cas pour l’assimilation de donne´es, a` l’interface de ces deux aspects.
Cependant, et contrairement au cas de l’assimilation de donne´es, la nature de l’information obtenue est
diffe´rente dans les deux cas.
Dans la suite de cette section, on suppose qu’on dispose d’un mode`le d’e´volution d’un syste`me{
dx
dt
= M(x,α), t ∈ [0, T ],
x(0) = x0,
avec un e´tat x = (x1, ..., xn)T ∈ X ⊂ Rn et jeu de parame`tres α = (α1, ..., αp)T ∈ P ⊂ Rp et on de´finit
une fonction re´ponse (ou couˆt, ou objective, ou crite`re) qui repre´sente la quantite´ sensible
J : P → R
α 7→ J(α) =
∫ T
0
φ(x,α, t)dt
ou` φ fonctionnelle non line´aire a` valeur dans R. On a conside´re´ ici le cas mono-crite`res (J a` valeurs dans
R) mais ce qui suit est facilement ge´ne´ralisable au cas multi-crite`re.
3.2.1 Analyse globale
L’analyse de sensibilite´ globale e´tudie comment la variabilite´ des entre´es se re´percute sur celle de la
sortie, ge´ne´ralement en de´terminant quelle part de variance de la sortie est due a` telle entre´e ou tel ensemble
d’entre´es. Si l’analyse de sensibilite´ locale s’inte´resse plus a` la valeur de la re´ponse, l’analyse de sensibilite´
globale s’inte´resse quant a` elle a` sa variabilite´.
L’Analyse de sensibilite´ globale est ge´ne´ralement effectue´e par approche stochastique dont l’objectif est
des de´terminer un crite`re objectif base´e sur les densite´s de probabilite´s des entre´es et sorties d’un mode`le
de´terministe. Pour les me´thodes base´es sur la variance, on de´finit l’indice de sensibilite´ au premier ordre
par :
Si =
Varαi [E(J |αi)]
Var [E(J)]
(3.1)
ou` E(.) repre´sente l’espe´rance mathe´matique et Var(.) la variance.
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Cet indice mesure l’effet principal de αi sur J (i.e. la fraction de la variance de J(α) due a` la contri-
bution de αi). On peut ge´ne´raliser ce concept en de´finissant les indices de sensibilite´ d’ordre k si on pose
I = {i1, ..., ik} ⊂ {1, ..., p} et αI = (αi1 , ..., αik) et
SI =
VarαI [E(J |αI)]
Var [E(J)]
−
∑
I⊂I,I 6=I
SI (3.2)
Ces derniers peuvent eˆtre conside´re´ comme des mesures des effets d’interaction, c’est a` dire la part de la
variation de J due aux e´le´ments de αI qui ne peut pas eˆtre explique´e par la somme des effets individuels
de ses e´le´ments (ou sous ensembles d’e´le´ment). On voit bien que le nombre d’indice a` calculer devient
rapidement tre`s importants a` mesure que le nombre p de parame`tres augmente (on calcule 2p − 1 indices).
Homma and Saltelli (1996) ont alors introduit la sensibilite´ totale du syste`me au ie`me facteur :
STi =
∑
I⊂{1,...,p},i∈I
SI (3.3)
On peut montrer facilement que ces indices peuvent eˆtre estime´s directement (sans passer par l’estimation
des composantes de la somme) par :
STi = 1−
Varα−i [E(J |α−i)]
Var [E(J)]
(3.4)
ou` α−i repre´sente toutes les composantes de α sauf αi. Le calcul de ces indices se fait le plus souvent
par une de´composition de la surface de re´ponse (de´composition de Fourier pour la me´thode FAST (Saltelli
et al., 2000), de´composition fonctionnelle de type ANOVA (ANalysis Of VAriance) pour la me´thode de
Sobol’ (Sobol, 1990)).
Le calcul des indices de Sobol’ requiert l’e´valuation de nombre d’inte´grales de J(α) ; ce nombre aug-
mente avec la taille du proble`me. On utilise classiquement des me´thodes de type Monte-Carlo, ce qui re-
quiert ge´ne´ralement un nombre N d’estimation de J de l’ordre de quelques centaines. Suivant le couˆt d’un
calcul de J , le couˆt de l’estimation des indices de Sobol’, meˆme pour les seuls Si et STI peut devenir rapide-
ment prohibitif (cela requiert N(2p + 2) e´valuation de J). De plus, et c’est sans doute plus proble´matique,
les me´thodes de Sobol’ ou FAST reposent sur l’hypothe`se que les parame`tres sont de´corre´le´s ce qui limite
l’applicabilite´ de telle me´thodes a` des proble`mes bien particuliers. Appliquer ce type de me´thodes a` des
proble`mes du type de ceux qui nous inte´resse ici est l’objet de nombreuses recherches actuellement (voir
par exemple (Chastaing et al., 2012) et les re´fe´rences incluses pour un re´cent tour d’horizon).
Pour ces raisons l’analyse de sensibilite´ globale a encore e´te´ tre`s peu applique´e a` des proble`mes en
oce´anographie, les quelques applications que j’ai pu trouver le sont a` la biologie ou` typiquement une dizaine
de parame`tre inde´pendants et mal connus peuvent eˆtre isole´s (confe`re par exemple Chu et al. (2007))
3.2.2 Analyse locale
L’analyse de sensibilite´ locale consiste en calculer de fac¸on exacte et efficace les sensibilite´s de la
re´ponse du syste`me a` des variations de ses parame`tres autour leur valeur initiale (d’ou` la localite´).
En d’autres termes, on veut savoir quelle est la sensibilite´ de J aux variations des e´le´ments de α, ce qui
se formalise par trouver
Sα =
dJ
dα
(α) = ∇αJ(α) =
(
∂J
∂α1
(α), ...,
∂J
∂αp
(α)
)T
(3.5)
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Sα est le vecteur des sensibilite´ locale de J aux variations deα, c’est une sensibilite´ locale car de´pendante
de l’e´tat actuel de α (et de x0).
Le plus simple est e´videmment d’approcher Sα en calculant les taux d’accroissement
Siα ≈
J(α+ (0, ..., δαi, ..., 0)
T )− J(α)
δαi
(3.6)
pour tout i. Par contre le couˆt de calcul augmente rapidement avec la dimension de α et le choix de δαi est
critique (trop grand l’erreur de troncation devient importante, trop petit ce sont les erreurs d’arrondis)
Pour pallier ce dernier point, on peut obtenir un calcul exact par les de´rive´es de Gaˆteaux (FSAP, Forward
Sensitivity Analysis Procedure dans la terminologie de Cacuci (2003)):
Jˆ(α¯)[αˆ] =
∫ T
0
[
∂φ
∂x
]
α¯
xˆ+
[
∂φ
∂α
]
α¯
αˆdt (3.7)
avec xˆ la de´rive´e de Gaˆteaux de x dont on connait l’e´volution en appliquant la de´finition sur le mode`le{
dxˆ
dt
=
[
∂M
∂x
]
α¯
xˆ+
[
∂M
∂α
]
α¯
αˆ, t ∈ [0, T ],
xˆ(0) = xˆ0,
(3.8)
ou`
[
∂M
∂x
]
α¯
est le Jacobien du mode`le par rapport a` la variable d’e´tat. Ce syste`me est appele´ Mode`le Line´aire
Tangent. Il permet de calculer de fac¸on exacte la de´rive´e directionnelle de la fonction couˆt. Cependant, la
re´solution du syste`me line´aire tangent est effectue´e pour un xˆ donne´, de´termine´ par une direction αˆ donne´e.
Pour obtenir toutes les composantes de Sα il faut calculer ces de´rive´es directionnelles dans la direction de
chaque e´le´ments de la base de P . On a donc re´solu le proble`me de pre´cision, mais pour un nombre de
parame`tre important le couˆt de calcul reste prohibitif.
On peut cependant utiliser, comme en assimilation variationnelle, une me´thode adjointe pour calculer ce
gradient (ASAP, Adjoint Sensitivity Analysis Procedure dans la terminologie de Cacuci (2003)), en posant
le Mode`le Adjoint (qui s’inte`gre de fac¸on re´trograde) : dpdt +
[
∂M
∂x
]T
α¯
p =
[
∂φ
∂x
]
α¯
, t ∈ [0, T ],
p(T ) = 0
(3.9)
on obtient de fac¸on classique:
∇αJ =
∫ T
0
[
∂φ
∂α
]
α¯
−
[
∂M
∂α
]T
α¯
p dt (3.10)
ou` ∇αJ ne de´pend plus des de´rive´es de Gaˆteaux xˆ et αˆ. Ainsi le couˆt de calcul ne de´pend plus du nombre
de parame`tre, et Sα peut eˆtre calcule´ de fac¸on exacte au moyen d’une inte´gration du mode`le direct et une
inte´gration re´trograde du mode`le adjoint (si le mode`le direct est line´aire, seule l’inte´gration de l’adjoint sera
ne´cessaire).
Cependant l’information obtenue par cette approche est nettement moins riche que celle fournie par
analyse globale. On peut toutefois noter que dans le cas d’un mode`le line´aire les Si sont des indices globaux
car il n’y a pas de termes d’ordre supe´rieurs dans le de´veloppement de Taylor et ils sont proportionnels a`
ceux de l’e´quation 3.1.
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On peut trouver un exemple d’application de ce type de me´thode dans l’e´tude que nous avons mene´ avec
E´. Re´my de Mercator-Ocean sur les re´analyses GLORYS de l’oce´an global au 1/4 ˚ . L’objectif initial est de
tenter d’e´valuer les zones d’influences ge´ographiques permettant de re´duire l’erreur de pre´vision en utilisant
une me´thode adjointe pour calculer cette sensibilite´ (alors que le syste`me d’assimilation de GLORYS est
base´ sur une me´thode d’interpolation optimale). Nous avons effectue´ une e´tude pre´liminaire en conside´rant
l’e´cart aux observations comme e´tant un proxy de cette erreur de pre´vision et en voulant de´terminer la
sensibilite´ de cet e´cart a` des modifications de la condition initiale et/ou des forc¸ages. Cela devrait nous
donner une indication sur les phe´nome`nes importants a` conside´rer pour ame´liorer ce syste`me.
L’exemple le plus facile a` interpre´ter de cette e´tude est de conside´rer l’e´cart aux cartes de SST a` l’instant
final d’un cycle d’assimilation comme crite`re de sensibilite´, en raison de sa couverture dense en espace.
C’est a` dire qu’on s’inte´resse au calcul du gradient de :
J(x0,q) =
1
2
NSST∑
n=1
‖ HSST (xn)− SST obs ‖2R−1 (3.11)
avec un vecteur de controˆle constitue´ de x0 = (u0, v0, T0, S0, η0)T le vecteur d’e´tat initial (composantes de
la vitesse de courant, tempe´rature, salinite´ et surface libre) et de q = (qsr, qns, emp)T (flux radiatif, flux de
chaleur total, flux d’eau douce).
Sans rentrer dans les de´tails de cette e´tude qui n’a pas encore e´te´ publie´e, on peut regarder l’exemple des
sensibilite´ a` la tempe´rature initiale (en surface et a` 100m) comme montre´ sur les deux panneaux du bas de la
figure 3.2. Une forte sensibilite´ donnera un signal ressemblant a` l’e´cart aux observations (en haut a` gauche),
tandis qu’une faible sensibilite´ donnera une carte blanche. Dans cet exemple on voit bien que l’e´cart a` la
SST est fortement sensible aux modifications de tempe´rature de surface initiale ou` la profondeur de couche
de me´lange (en haut a` droite) est faible et peu sensible ailleurs. Le constat inverse peut eˆtre fait pour la
sensibilite´ a` la tempe´rature initiale a` 100m. Ceci n’est e´videmment pas une surprise, et correspond plus a`
l’objectif de ve´rification du mode`le (et de l’approche d’A.S.) qu’a` celui original d’ame´lioration du syste`me
d’assimilation. Cependant cela met en lumie`re l’importance d’avoir une bonne estimation du me´lange verti-
cal et fait e´cho aux proble`mes de de´stabilisation de ce me´lange rencontre´s au de´but de ce chapitre. D’autres
composantes du gradient montrent le roˆle important des forc¸ages atmosphe´riques (la` encore on s’en serait
doute´) et les pistes pour l’ame´lioration du syste`me semblent aussi se diriger dans cette voie. Dans un objectif
d’ame´lioration du syste`me d’assimilation de donne´es, cette approche n’est e´videmment pas comple`tement
satisfaisante ; en effet en toute rigueur il conviendrait d’inclure le syste`me d’assimilation dans le syste`me
d’optimalite´ en en controˆlant son e´bauche. En the´orie, ce syste`me d’assimilation e´tant line´aire et matri-
ciel, en de´river son adjoint devrait eˆtre chose aise´e, en pratique c’est une toute autre histoire, manipuler un
syste`me ope´rationnel n’est jamais chose aise´e, mais le jeu en vaut sans doute la chandelle.
3.2.3 De l’analyse locale a` l’analyse globale
Dans la section pre´ce´dente on a rapidement pre´sente´ les me´thodes classiques d’analyse de sensibilite´ par
calcul (ou approximation) de gradient. Ces analyses sont locales au sens ou` elles de´pendent de l’e´tat autour
duquel on a de´rive´ notre fonction re´ponse. Ainsi ces analyses peuvent donner des sensibilite´s significative-
ment diffe´rentes suivant l’e´tat de re´fe´rence.
Il y a plusieurs approches possibles afin de “globaliser” l’analyse par calcul de gradient. Cacuci (2003)
joue sur la de´finition d’analyse globale et propose comme nouvel objectif pour celle-ci de rechercher les
points critiques de la fonction re´ponse dans l’espace des parame`tres (bifurcations, points d’inflexion, extre-
mums, ...) et ensuite d’effectuer une analyse locale de ces points critiques. Dans les cas qui nous inte´ressent
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FIGURE 3.2: Haut : Ecart entre la SST pre´vue et observe´e (gauche) et profondeur de la couche de me´lange
(droite) Bas : sensibilite´ de l’erreur en SST apre`s une semaine de pre´vision par rapport a` des variations de
tempe´rature initiale en surface (gauche) et a` 100m (droite)
leur calcul est loin d’eˆtre e´vident, les extremums peuvent eˆtre trouve´s par optimisation, tandis que les points
d’inflexions demanderont une analyse au second ordre.
Une autre approche consiste, a` l’instar de ce qui ce fait en controˆle robuste (cf plus loin) a` globaliser
l’indice de sensibilite´ en en prenant l’espe´rance mathe´matique dans l’espace des parame`tres :
Mi = E(J) (3.12)
En utilisant cette approche, Sobol and Kucherenko (2009) a montre´ que M˜i = E(J2) e´tait comparable
aux STi de l’analyse globale base´es sur la variance. De plus le calcul des indices base´s sur les de´rive´es par
me´thodes de type Monte-Carlo ou Quasi Monte-Carlo sont moins couteux que ceux de Sobol’ de quelques
ordres de grandeur (Kucherenko et al., 2009).
3.2.4 Propagation d’incertitude
Les syste`mes de mode´lisation se de´veloppant et prenant une place de plus en plus importante dans nos
socie´te´s, on assiste a` un besoin croissant de barre d’erreur sur les pre´visions. Les sensibilite´s calcule´es dans
les sections pre´ce´dentes peuvent eˆtre d’une grande utilite´ a` cette fin. Si on conside`re que α est un vecteur
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ale´atoire dont on connait la moyenne et la variance, on peut estimer ces quantite´s en sortie du syste`me
par propagation des moments. Cela revient a` e´crire le de´veloppement de Taylor a` l’ordre 1 de J autour de
α¯ = E(α)
J(α) ' J(α¯) +
p∑
i=1
∂J
∂αi
∣∣∣∣
α¯
(αi − α¯i) = J(α¯) +
p∑
i=1
Siα¯(αi − α¯i) (3.13)
On peut alors facilement calculer l’espe´rance E(J) ' J(α¯) et la variance
Var(J) = E
(
(J − E(J))2) ' E(( p∑
i=1
Siα¯(αi − α¯i))2
)
=
p∑
i=1
Siα¯
2
Var(αi) + 2
p∑
i 6=j=1
Siα¯S
j
α¯Cov(αi, αj)
(3.14)
On peut re´e´crire cette e´quation sous forme matricielle pour obtenir la sandwich rule :
Var(J) ' SCαST (3.15)
ou` S est le vecteurs des sensibilite´s d’ordre 1 et Cα la matrice de covariance de α.
On peut bien e´videmment garder des termes d’ordre supe´rieurs dans le de´veloppement de Taylor, mais
dans ce cas il faudra connaitre les de´rive´es de J et surtout les moments de α d’ordre supe´rieurs (en gardant
les termes d’ordre 2 on aura besoin des moments d’ordre 4 deα pour le calcul de la variance de J). Pour cette
raison on se cantonne ge´ne´ralement aux calculs pre´sente´s ci dessus, ce qui se rame`ne a` ne conside´rer, une
fois de plus, que la partie line´aire de la propagation d’incertitude. Il est aussi important de noter que la` encore
si les e´le´ments de α sont de´corre´le´s cela simplifie grandement le proble`me, en effet le deuxie`me terme de
l’expression de Var(J) disparait et la conservation des termes d’ordre 2 devient faisable en pratique.
Un gros avantage d’utiliser la me´thode de propagation des moments est qu’on peut de´duire facilement
l’impact d’une ame´lioration de l’incertitude des entre´es du syste`me sur les sorties de ce meˆme syste`me si
on dispose des sensibilite´s locales du premier ordre. L’inconve´nient est bien sur, qu’il faut disposer de ces
sensibilite´s, mais on a montre´ dans les sections pre´ce´dentes qu’on pouvait en disposer a` moindre couˆt graˆce
aux me´thodes adjointes.
3.3 Estimation de parame`tres et Controˆle robuste
Comme beaucoup de syste`me de mode´lisation, l’oce´an est caracte´rise´ par un certain nombre de pa-
rame´trisations ajustables dont les re´glages optimaux sont mal connus (processus sous mailles, parame´trisation
du me´lange vertical, interaction avec l’atmosphe`re, ...). On peut bien e´videmment ame´liorer le re´glage de
ces parame`tres par controˆle optimal ou par filtrage stochastique pour peu qu’on soit a` meˆme de de´finir des
crite`res ade´quats a` optimiser.
Bien qu’ils utilisent ge´ne´ralement les meˆme me´thodes, j’aurai tendance a` diffe´rencier l’assimilation
de donne´es et le controˆle de parame`tre, en effet dans le premier cas on cherche des conditions initiales
ou aux limites optimales a` un instant donne´, alors que dans le deuxie`me cas on aimerait estimer un jeu de
parame`tre valide quelque soit la situation oce´anique. De plus dans le cas du controˆle de parame`tres, le crite`re
a` optimiser n’est pas force´ment un e´cart aux observations.
Cependant la valeur de la fonctionnelle J peut aussi de´pendre d’autres facteurs ξ = (ξ1, . . . , ξm)T ∈
A ⊂ Rm sur lesquels pe`sent des incertitudes (typiquement les forc¸ages atmosphe´riques en oce´anographie).
On peut vouloir prendre en compte ces incertitudes dans l’estimation optimale de nos parame`tres. Pour ce
faire on peut utiliser ce que certaines communaute´s appellent le controˆle robuste. Ce type de me´thode est
principalement utilise´ dans les secteurs a` risque (surete´ nucle´aire) et dans la finance.
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Pour garder un cadre similaire a` ce qui pre´ce`de, on note J = J(α, ξ) la fonction objective qui devient
du meˆme coup une variable ale´atoire. La valeur de J n’est plus univoque et chercher a` l’optimiser peut
avoir plusieurs sens. Sous l’appellation controˆle robuste plusieurs branches se retrouvent (qui peuvent avoir
des noms distincts suivant les domaines d’application). La plus classique, mais peut-eˆtre la moins adapte´e
au controˆle en oce´anographie, est ce qu’on pourrait appeler le sce´nario du pire ou il s’agit de trouver un
controˆle qui permet d’optimiser le syste`me dans les plus mauvaises conditions sur la variable incertaine,
c’est a` dire trouver le point-selle de J ou le minimum de
J˜(α) = max
ξ∈Dξ
J(α, ξ) (3.16)
Sans doute plus adapte´, et en lien avec ce qui a e´te´ de´crit a` la fin de la section pre´ce´dente, afin de prendre
en compte ces incertitudes de fac¸on moyenne, on peut alors conside´rer la minimisation d’une nouvelle
fonctionnelle
J¯(α) = Eξ(J(α, ξ)) =
∫
Dξ
J(α, ξ)p(ξ)dξ (3.17)
ou` Eξ est l’espe´rance mathe´matique par rapport au parame`tre incertain ξ, et p(ξ) est la densite´ de probabilite´
de ξ.
Une telle approche fournit e´videmment a priori une estimation plus robuste vis a` vis des incertitudes
de mode´lisation que l’estimation fournie par l’approche d’inversion classique de´crite pre´ce´demment (qui
minimise en fait quelque chose comme J(α,E(ξ)).
La robustesse recherche´e peut aussi eˆtre une stabilite´ par rapport aux variations de la fonction objective,
dans ce cas on aimerait controˆler la variance :
J˘(α) = Varξ(J(α, ξ)) (3.18)
et ainsi de suite. La litte´rature sur le controˆle robuste est assez fournie, meˆme si les domaines d’applica-
tion sont assez lointains de celui qui nous inte´resse ici, et ne´cessite donc une adaptation. Le choix de la
robustesse recherche´e de´pend bien entendu du proble`me e´tudie´, cependant pour nombre d’applications en
oce´anographie il me semble qu’une combinaison des fonctionnelles 3.17 et 3.18 pourrait eˆtre un bon candi-
dat, c’est a` dire qu’on chercherait un controˆle optimal en valeur et en variabilite´ de la re´ponse. On chercherait
alors a` minimiser une fonctionnelle ressemblant a`
Jˇ = J¯ + γJ˘. (3.19)
Bien e´videmment, comme c’e´tait le cas dans l’analyse de sensibilite´, la question du calcul de ces
controˆles robustes se pose. Pour le calcul de Jˇ on peut, a` l’instar de ce qui a e´te´ propose´ pour la propa-
gation d’incertitude, de se baser sur une approximation de Taylor pour calculer l’espe´rance et la variance
(e´quation 3.14). Il est important de noter que dans ce cas il sera ne´cessaire d’avoir les de´rive´es d’ordre 2 de
J (ou d’ordre 3 si on conserve l’ordre 2 dans le de´veloppement de Taylor avec des ξi de´corre´le´s). La plupart
des non-line´arite´s incluses dans les mode`les d’oce´an e´tant de type quadratique, ce denier point n’est pas si
difficile a` re´soudre et cela limite les de´veloppements supple´mentaires a` effectuer.
Deux projets de´butent sur ces the`mes, en lien avec des oce´anographes. Ils ne sont pas sans rapport avec
l’e´tude de sensibilite´ e´voque´e pre´ce´demment ; en effet il s’agit dans un cas de controˆler des parame`tres
du sche´ma de me´lange vertical et dans l’autre une partie de la parame´trisation des e´changes air/mer. Le
premier de ces projets s’inte´resse donc au calcul de la profondeur de couche de me´lange (MLD), quantite´
important comme on l’a vu pour la pre´vision de la tempe´rature de surface mais e´galement pour le couplage
avec les mode`les de bioge´ochimie car elle influe sur la re´partition des nutriments. Des comparaisons entre
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FIGURE 3.3: Profondeurs de couches de me´lange (MLD) moyennes (1995-2004) en (haut) e´te´ et (bas) hiver,
pour des simulations NEMO au 1/2˚, au 1/4˚ et la climatologie de Holte et al. (2010). Figure provenant de
la the`se de Carolina Dufour
des climatologies de simulations et de donne´es de MLD (Fig 3.3) mettent en e´vidence un biais important
et de´pendant de la saison. Ce biais est vraisemblablement du a` de mauvaises spe´cifications dans le sche´ma
de me´lange vertical. Un controˆle robuste de cette parame´trisation, avec une robustesse aux incertitudes dues
aux forc¸ages, devrait permettre d’ame´liorer grandement le comportement du mode`le. L’autre cas d’e´tude
qui m’a e´te´ propose´ concerne le calcul du ”stress” air-ocean ou` il apparait qu’utiliser la meˆme formule bulk
en mode couple´ et en mode force´ induit une re´duction significative de l’e´nergie cine´tique de surface dans ce
dernier cas. Il est donc ne´cessaire d’appliquer un terme correctif dont on ne connait pas la variabilite´ spatiale
et temporelle. Ce cadre se preˆte bien a` une e´tude de sensibilite´ couple´e a` un controˆle (robuste ou non) de
parame`tres et serai une bonne illustration de l’utilite´ d’effectuer de telles e´tudes.
3.4 Analyse de stabilite´
Au dela` de l’assimilation de donne´es et du controˆle, les mode`les tangent et adjoint sont des outils
pre´cieux pour diagnostiquer le comportement du mode`le direct.
L’oce´an est un syste`me dynamique chaotique dote´ d’un attracteur e´trange, les trajectoires de ce syste`me
sont donc attire´es vers une varie´te´ de dimension faible. Les perturbations orthogonales a` cet attracteur vont
donc eˆtre naturellement dissipe´es alors que les perturbations tangentes a` l’attracteur seront amplifie´es. Pour
de nombreuses raisons il peut eˆtre inte´ressant de caracte´riser ces modes instables. Un moyen d’y parvenir
est d’e´tudier l’e´volution de perturbation par le mode`le. On a toujours notre mode`le :
{
dx
dt
= M(x), t ∈ [0, T ],
x(0) = x0,
(3.20)
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On de´finit classiquement le taux d’accroissement d’une perturbation δx0
ρ (δx(0)) =
‖M0→T (x(0) + δx(0))−M0→T (x(0)) ‖
‖δx(0)‖ (3.21)
ou` ‖.‖ est une norme donne´e.
On peut alors de´finir la perturbation optimale δx∗1(0) telle que ρ (δx
∗
1(0)) = max
δx(0)
ρ (δx(0)) puis en
de´duire une famille de vecteur de croissance maximale
ρ (δx∗i (0)) = max
δx(0)⊥Span(δx∗1(0),...,δx∗i−1(0))
ρ (δx(0)) , i ≥ 2 (3.22)
Dans le cas ou`M est line´aire, ou si on en fait l’approximation par le mode`le line´aire tangent M, on est dans
le cadre classique des syste`me dynamiques line´aires et le facteur d’accroissement devient :
ρ2 (δx(0)) =
‖M0→T (δx(0)) ‖2
‖δx(0)‖2 =
< M0→T δx(0),M0→T δx(0) >
< δx(0), δx(0) >
=
< δx(0),M∗0→TM0→T δx(0) >
< δx(0), δx(0) >
(3.23)
M∗0→TM0→T e´tant une matrice syme´trique de´finie positive, ses valeurs propres sont des re´els positifs et ses
vecteurs propres sont (ou peuvent eˆtre choisis) orthogonaux. Les vecteurs de plus forts croissance sont les
premiers vecteurs propres de M∗0→TM0→T , correspondants au plus grandes valeur propres. On les appelle
les vecteurs singuliers directs (FSV).
M∗0→TM0→T f
+
i = µif
+
i (3.24)
M0→T f+i est un vecteur propre de M0→TM
∗
0→T .
Les vecteurs singuliers re´trogrades (BSV), note´s f−i , sont de´finis par:
M0→T f+i =
√
µi f
−
i
La valeur propres correspondant a` f−i est e´galement µi.
Le calcul des f+i et des f
−
i peut eˆtre effectue´ par des algorithmes des de´composition en valeurs propres
tel que l’algorithme de Lanczos. Cela ne´cessite des multiplications matrice-vecteurs, c’est a` dire des inte´grations
directes du mode`le et re´trograde de l’adjoint. Le re´sultat de ces calculs de´pend de la norme utilise´e, de la
feneˆtre temporelle et de l’e´tat initial utilise´ si le mode`le est non line´aire (on est a` nouveau dans une e´tude
locale car on diffe´rentie autour d’une trajectoire de re´fe´rence). Si on e´tend ce concept a` un temps infini on
retrouve alors les vecteurs de Llyapunov. Si on conside`re l’e´volution non line´aire, les Llaypunov corres-
pondent aux breeding vectors (Toth and Kalnay, 1997) et les vecteurs singuliers aux vecteurs singuliers non
line´aires (Mu et al., 2000). Le calcul de ces derniers se fait par minimisations successives et peut donner des
perturbations optimales non physiques ou infinite´simales. Pour pallier ces de´ficiences on peut effectuer ces
minimisations sous contrainte, on obtient alors les Constrained Non-linear Optimal Perturbations (Mu et al.,
2003; Rivie`re et al., 2009). Cette liste de vecteurs caracte´ristiques n’est pas exhaustive, on peut par exemple
en trouver d’autres dans les travaux de Moore et al. (2004).
Ces vecteurs, par l’information qu’ils contiennent sur le comportement du syste`me ont de nombreuses
applications, outre les e´tudes du fonctionnement meˆme de ces syste`me, on peut citer la pre´vision d’en-
semble, les e´tudes de sensibilite´ (Rivie`re et al. (2009) pour une application re´cente), la re´duction d’ordre en
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assimilation de donne´es (Durbiano, 2001; Blayo et al., 2003), pour ame´liorer le re´seau d’observation (Qin
and Mu, 2011) ou permettre de mieux choisir les observation cible´es (Mu et al., 2009). Hormis la ge´ne´ration
d’ensemble, cependant, le potentiel de ces vecteurs a encore e´te´ assez peu exploite´. Nous sommes actuelle-
ment en train de mettre en place de tels outils pour la plateforme NEMO dans le cadre de la the`se de P.-A.
Bouttier dans le but de fournir des diagnostics novateurs pour la mode´lisation et l’assimilation de donne´es.
3.5 Conclusion
On a vu dans ce chapitre un panorama des applications des outils variationnels qui fournissent un cadre
unifie´ pour l’analyse de sensibilite´ et de stabilite´, la propagation d’incertitude, l’assimilation de donne´es, et
le controˆle de parame`tres, le cœur de ces applications e´tant le calcul de de´rive´e (sensibilite´s) locales. On
a e´galement illustre´ le fait que ces outils permettaient un calcul exact de ces sensibilite´s, mais que cela ne
permettait qu’une e´tude locale ou dans le cas line´aire. L’extension aux aspects globaux et/ou non-line´aires
est possible mais couteuse et souvent au prix d’approximations et de´finir des me´thodes performantes est un
sujet d’actualite´.
Les approches propose´es ici on un fort potentiel dans l’ame´lioration des syste`mes de pre´vision, tant
pour la partie mode´lisation que la partie assimilation. On peut d’ailleurs concevoir certaines des me´thodes
d’assimilation de donne´es variationnelles d’ensemble e´voque´es au chapitre 1 comme une approche robuste
particulie`re de l’assimilation variationnelle ; cette analogie pourrait nous permettre d’e´laborer d’autres ex-
tensions de me´thodes variationnelle d’assimilation de donne´es pour prendre en compte les incertitudes, mais
ceci est une autre histoire ...
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